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CHAPITRE V. 


APPLICATION DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE AUX ÉQUATIONS DE LA FORME 
y'=Rly, (æ)]. 


1. Quand le genre de la relation 
Fly’, 7, (x)]= 0 
en y'et y est nul, une transformation birationnelle permet, comme 
nous l’avons dit, de ramener l’équation différentielle à la forme 


(1) J'=R[r, (2)], 


ou R désigne une fraction rationnelle en y. 


(1) Annales de l'École Normale, t. Vill, p. 267. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome 1X. — Janvier 1892. 
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* { à L re os, 7 eee 2 
Si l'intégrale générale d’une telle équation n'admet que 
se permutant autour des points critiques mobiles, elle peut s 
M Lys (æ)] _ C, 
N Ly, (#)] 
M et N étant deux polynômes en y de degré » et C une constante; où 
bien encore t | | 


n a (an-1 C + Bn-1) ae (a_-2C + Br-2) ay C + Bo 
(2) Pete Ona + An ; an CO + By RP 


Sy Yn VE Vas YO HY + poe 


rh 


L'un au moins des coefficients y;(æ) dépend de la constante C. Pour 
fixer les idées, admettons que y, dépende de C. (Pour échapper d’ail- 
leurs au cas exceptionnel où cela n'aurait pas lieu, il suffirait de rem- 
placer y par y + #, # représentant une constante quelconque.) Dans 
cette hypothèse, exprimons C en fonction de y,; on voit que 


y2=1— AT Vous Basa 


L’équation (2) devient ainsi 


(3) y+ (An-1Yo+ Ba) PH + (Aryo+ Bi) Y + yo = 0, 
ou encore à 
(4) LP te ad we (EM Der 


An17" 1+. . «+ A7 +1 


Dans cette égalité les A et B désignent des fonctions de a bien déter- 
minées, et y, une fonction qui satisfait à une équation de Riccati 


(5) Yo = MY + nyt p. 


Si l'intégrale de l’équation (1) est de la forme (2), il existe un sys- 
tème de fonctions A,, B;, m, n, p, et un seul, telle que cette intégrale 
soit définie par l'équation (3). Il en résulte qu’étant donnée une équa- 
tion (1), on reconnait à l’aide d'opérations linéaires si l’on peut déter- 
miner un pareil système, et, dans ce cas, le système s'obtient lui-même 
à l’aide d'opérations linéaires. 
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Ceci rappelé, voici quelle doit être la marche du calcul : on diffé- 
rentie l’équation (4) par rapport à æ, et on remplace +, et y, par leurs 
valeurs en y et y’ dans l'équation (5). En identifiant l’équation ainsi 
obtenue avec l’équation donnée, on forme un certain système de rela- 
tions qui doivent être compatibles, et qui, si elles sont compatibles, 
sont parfaitement déterminées. L’ équation se trouve alors ramenée, 
par des opérations purement algébriques, à une équation de Riccati. 

_ Inversement, ce procédé permet de former toutes les équations (1) 


P Cr, (æ)] 


y=R[y, (2)] = O[y, (@))’ 


dont l’intégrale prend seulement z valeurs autour des points critiques 
mobiles (nv étant donné). On voit que, dans le cas plus général, P est 
de degré 2n, et Q de degré 2n — 2. Les (4n —1) coefficients de R 
s’expriment en fonction des (27 +1) fonctions arbitraires A,, B;, m, 
n, p, et de leurs dérivées premieres. Ces coefficients satisfont donc à 
(2n—2) relations différentielles. Pour calculer ces relations, on éli- 
mine entre les (4r— 1) valeurs des coefficients de R les (22 —2) 
dérivées des A;, B; qui figurent seules. Il reste ainsi (2n+1) éga- 
lités, d’où l’on peut tirer les A,, B;, m,n, p en fonction des coefficients 
dB, 
dx’ 
forme (2n— 2) relations où figurent les coefficients de R et leurs dé- 
rivées premieres, ou, d’une manière plus précise, (2n-+1) fonctions de 
ces coefficients et dérivées de (27 — 2) de ces fonctions. 

Mais il peut arriver que l’équation (1), formée en partant des équa- 
tions (4) et (5), soit telle que P et Q aient un ou plusieurs facteurs 
communs en y. (En particulier, P et Q peuvent avoir leurs premiers 
termes nuls à la fois.) Soit À le nombre de facteurs communs à Pet Q. 
L’équation correspondante est alors de la forme 


dA; 
de R, et, en portant ces expressions dans les valeurs de —*; 


6 1 Æan—)) yer + Aion —)-1) RTE dec s+ Qo. 
( ) ie ee ve NÉ Len AT Parag 


Saf a e QUE . 
Les deux coefficients @2,—»), Ven) ne sont pas nuls à la fois; j'ajoute 
qu’aucun d’eux n’est nul dans l'équation la plus générale de la classe 
étudiée. Car, si une équation (6) appartient à cette classe, la nouvelle 
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équation obtenue en faisant le changement de fonction 


RUE VE 
Te) + (2) 


jouit de la même propriété, et les coefficients correspondants Dien ays 
bon —2) sont différents de zéro. v 

Les (4n— 2h —1) coefficients distincts de l'équation (6) s’ex- 
priment en fonction des (27+ 1) fonctions A;, B;, m, 7, p, liées par 
les À conditions nécessaires pour que P etQ aient A facteurs communs. 

fe Va ai dE | 

Ces conditions renferment les dérivées premières #2 = Il résulte 
de là que les coefficients de l’équation (6) satisfont à (27 — À— 2) 
relations, où figurent ces coefficients et leurs dérivées jusqu’à un 
ordre d'autant plus élevé que À est plus grand. 

En définitive, soient une équation (1) donnée, x le degré du numé- 
rateur de R, w celui du dénominateur. Désignons par y le plus grand 
des nombres pv. et + 2, et mettons l’équation sous la forme 


Ay VV + Aya VY '+...+ a, 


| — Ce ? 
(1) VE ba pa bas PIE AT, 


en introduisant, s’il est nécessaire, des coefficients nuls. Pour que 
l'intégrale d’une telle équation ne prenne que 7 valeurs autour des 
points critiques mobiles, il faut et il suffit que les (2v — 1) coefficients 
a;, b; satisfassent à un système de (v — 2) relations, («)*, bien déter- 
miné pour chaque valeur de n et de v. Le nombre » ne peut être infé- 


+ ure : v . - » 
rieur à =; sin =~, les relations (x), dépendent des coefficients de y’ 


et de leurs dérivées premières; de plus, ces coefficients s’expriment 
explicitement à l’aide de (v—1) fonctions indépendantes. Si n dé- 


y ACTE." 2 . 
passe =, les dérivées des a,, b; figurent dans les relations (æ)’ avec un 


indice d'autant plus élevé que (22 — v) est plus grand; les coefficients 
a;, b; s'expriment à l’aide de (2n+-1) fonctions liées par (2n —v) 
équations différentielles, qu’on ne sait pas intégrer en général. 

Si les coefficients d’une équation (1) vérifient le système (ayn, l'é- 
quation se ramène linéairement à une équation de Riccati, par une 
transformation (3). 
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Pour appliquer à un exemple simple les remarques générales qui 
precedent, étudions les équations (1) dont l'intégrale ne prend que 
4 deux valeurs autour des points critiques mobiles. L'intégrale peut s’é- 


crire 
(7) Y°+(B—Ay)y—y=0, 
ou encore 

L y? + By 

€ Res Ay+1- 

te y vérifiant l’équation 


# Y=my+ny+p. 
Si l’on remplace y et y’ en fonction de y et y’, il vient 


L 


(8) pe amB + nA Al) y+ [mB?+ n(1+-AB) + pA?+-A'B —AB']y?+ (n B?+ 2Ap—B')y+p 


4 Ay?+2y+B 

€ L’équation sous sa forme la plus générale peut donc s’écrire 
£ (1)! Vie UV +4 ay +6ay +hmy+a Ply, (x). 

2 ae bay? + 2b, y + bo ~ OLy, (2)] 


Considérons d’abord les équations telles que P et Q n’aient pas de fac- 
teur commun (en particulier, telles que a, et b, ne soient pas nuls à 


Dh LUS v, ee 


la fois). 

é Les sept rapports des coefficients a;, 6; s'expriment en fonction de 
se A, B, m, n, p de la maniere suivante: 

b, by a, Ay 
# SS A — = — = nm — = 

Te ee l 

2a, bp bib, — bb! 
a3 = —— + nb,+ 
4 3 b, ar 2 b, ? 

é a btn NT. GNOME 
i > — i b? b b 2 2 0:72 
72 6a, b? Fins 1 + Do 2) + b D, > 
4 be ou D TDi Oy D! b 
> (hs + . 
ré 4% b, it b bi 
ge, Si nous égalons les trois valeurs de n, déduites de ces dernières équa- 
f tions, nous trouvons les deux conditions nécessaires et suffisantes pour 
2 que l'équation (1)’ jouisse de la propriété énoncée. Ces conditions 
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sont les suivantes : 


| b2 (0? + by be) (436; — 24, by + 626, — bb) 
| = b,0,(0?+ by bz) (44,1 — 2 dy Da + 06 bi — D: bo). 


Si les coefficients a;, b; vérifient ces relations, l'équation (1)' se ra- 
mène, par la transformation 


AT le Oe 
— by + hy 
à Péquation 


EP 9 2 I 


/ / a 
aan: paie bad, — Bada) y + 7e 


Le calcul précédent suppose que y dépend de la constante d’inté- 
gration. Les conditions (g) sont néanmoins générales; il serait aisé 
de le voir directement en écrivant l'intégrale ainsi 


+h(z)y +C(x)=o, 


y, vérifiant l’équation 
¥, = Mmyj +ny,+ p. 


Mais, plus simplement, il suffit de remarquer que, si une équation (1)’ 
satisfait aux conditions (9), l'équation obtenue en remplaçant y par 
y, + jouit de la même propriété. 

Observons à ce sujet que, dans l’équation (8), le coefficient de y 
au dénominateur n’est jamais nul. Le cas où b, serait nul dans (1) cor- 
respond au cas où y ne renfermerait pas de constante. Si, en effet, on 
exprime y, et y, en yet y’, le dénominateur de R[y, (a)] dans l’équa- 
tion (1) ainsi obtenue est y? — C. 

Étudions maintenant les équations (1), telles que P et Q aient un 
facteur commun et un seul. (Ils n’en sauraient admettre deux, autre- 
ment l'équation serait une équation de Riccati.) Dans cette hypothèse, 
le numérateur de y’ dans l’équation (8) doit s’annuler identiquement, 
si l'on y remplace y par une des quantités 


# 
a 
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d’où une condition entre m, n, p, À, B, A’, BY, et l'équation (1) s’écrit 


(1)" ieee 3a.y7+ 3a,y+ ao 


by + by 


les a, b s'exprimant en fonction des quantités m, n, p, A, B, A’, BY, 
liées par la condition précédente. Inversement, en tenant compte de 
cette condition, on peut calculer m, n, A, B, A’, B'à l’aide des cing 
rapports 7 et de p. En écrivant que A'— ee Be oe on forme deux 
relations où figurent a;, b;, p et leurs dérivées premieres. L’élimina- 
tion de la fonction p conduit à une équation unique portant sur les a,, 


at ae ; AR hg A CLD a: 
b; et leurs dérivées jusqu’au second ordre au plus. En réalité, D n’in- 


tervient pas, et la condition finale est du premier ordre par rapport 
aux @;, b;. Mais on voit que le calcul ainsi conduit serait déjà pénible 
et deviendrait impraticable pour des équations plus compliquées. En 
outre, certaines particularités ne se trouveraient pas mises en évi- 
dence, celles-ci par exemple que les équations (1)” de la classe qui 
nous occupe s’intègrent toujours par quadratures. Pour rendre les 
calculs plus simples et plus élégants, nous allons introduire ici une 
transformation dont nous avons déjà dit un mot, et qui permet de 
ramener les équations (1) à des formes réduites sur lesquelles leurs 
propriétés se laissent mieux apercevoir. 


2. Soit une équation 
Ply, (æ)] 


(1) Dore? le r 


dans laquelle nous effectuons le changement de variable et de fonc- 
tion 
_—Ayth 


ae one rs 


h, h,, k, k, étant des fonctions de æ,. Si l'intégrale de (1) ne prend 
que » valeurs autour des points critiques mobiles, l'intégrale de la 
nouvelle équation 


(yf yi = Ri Ly (21)) 


= ewe 
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jouit de la même propriété, et réciproquement. Nous avons remarqué 
d’ailleurs, dans le Chapitre précédent, que la substitution (2) est, 
pour les équations (1), la plus générale qui conserve cette propriété 
des intégrales. 

Si donc les coefficients de l’équation (1) satisfont aux conditions 
nécessaires et suffisantes pour que l'intégrale générale soit de l'espèce 
indiquée, ces conditions seront encore vérifiées par les coefficients 
de (1)', et réciproquement. Autrement dit, ces conditions ne sont pas 
altérées par la substitution (2). Pour l’objet que nous poursuivons, il 
nous est done loisible de nous servir de cette substitution pour ra- 
mener à certaines formes particulières toutes les équations (1) qui se 
déduisent l’une de l’autre par une telle substitution. Une fois connues 
les propriétés d’une équation ainsi réduite, il est aisé d’en déduire les 
propriétés des équations qui lui correspondent par la transformation (2) 
la plus générale. Nous sommes ainsi conduit à étudier les simplifi- 
cations que peut apporter dans une équation (1) la substitution (2). 
Écrivons d’abord l’équation (1) sans rien supposer sur les coefficients 
h,h,,k,k,, 9. Sip désigne le degré P, u’ celui de Q, cette équation est 
de la forme 

Ayi+Byi+Cr+D _ (ky; + ky)! P'[Ty1, (x2) ] 
(ky Phy) nt (ky, 6) QD (2) ]’ 


P’ et Q’ représentant des polynômes en y, de degré & et w'; c’est- 
à-dire qu'on a, en appelant v le plus grand des nombres x et w+ 2, 


dy, _ "ai aly y+... + 
dx, bis WY + Ones ys. ve 6° 


(1)' 
Les coefficients a), b;_, ne sont nuls que pour des transformations (2) 


particulières. Ils ne sauraient être nuls à la fois; autrement, P’ et Q’ 


auraient un facteur commun, par suite, P et Q, et la fraction A ne se- 


rait pas irréductible. x 

Pour abréger, nous appellerons le nombre v degré du coefficient dif- 
ferentiel de (1), et nous dirons que deux équations (1) sont de la même 
classe, quand elles se correspondent par une substitution (2). Pour 
que deux équations soient de la même classe, il faut évidemment que 


leurs coefficients différentiels soient de même degré. Écrivons ces 


3 
Zt 
ts 
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deux équations sous leur forme la plus générale 


a dy ay +ay,y't+...+a% 
dx D er emai 
(1)! dy, ayy’ as, Yt a! 
dx, — 1 y—2 D: = 
1 v—2 V Sitesi OG 


En effectuant sur (1) une substitution (2) quelconque, et en égalant 
les coefficients de l’équation ainsi obtenue à ceux de (1), on a(2v—1) 
relations entre lesquelles on peut éliminer ¢ et les trois rapports des 
h,h,,k, k,; il reste ainsi (2v — 5) équations liant les coefficients de (1) 
et (1) et qui sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les 
équations (1) et (1) soient de la même classe. 

Les substitutions (2) forment un groupe: à ce groupe doivent cor- 
respondre des invariants, d’après la théorie générale de Sophus Lie. 
I] est aisé, d'ailleurs, de s’en rendre compte dans ce cas particulier de 
la maniere suivante : 

Faisons d’abord x = x, dans la substitution (2). Pour une valeur 
donnée den, on peut alors éliminer, entre les (2v — 1) relations dont 
nous venons de parler, les rapports des A, h,, &, &,. Les (2v— 4) rela- 
tions ainsi obtenues renferment les a,, b;, a;, b; et leurs dérivées; 
écrivons-les de façon que chacune d’elles contienne une des lettres a;, 
b; que ne contienne aucune autre. 

Imaginons qu’on ait trouvé pour les équations (1) des formes cano- 
niques telles qu’à toutes les équations d’une classe corresponde une 
équation canonique et une seule 


ee Ay + Ayia YE . A, 
(3) ees Gah. Vi 7 D, 


2 


les A;, B; désignant des fonctions de X. Pour cela, nous disposons des 
quatre éléments arbitraires de la substitution (2), de façon que les A,, 
B; vérifient quatre conditions convenablement choisies. Si (3) est l'é- 
quation réduite qui correspond à (1), les rapports des A,, B; s’ex- 
priment en fonction des coefficients a;, 6;, 


HO Camadde * : 
D = (do es Ge ; 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome IX. — Janvier 1892. 3 
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et X est liée à æ dans ces équations par la formule 
X= (x), 


L dépendant aussi des a;, 6; et de leurs dérivées. D’autre part, si 
l’équation (1) est de la même classe que l'équation (1), on a égale- 


ment 
es, 1 PR aie 
= — 1 ss» «is oy FRE an 


i as 1 


avec 


da} db} + 
Xe une TE peas | Ns 


c’est-à-dire que les expressions F,,; et sont des invariants. Ces 27 
eee Aa : ‘ A; 
invariants ne sont pas distincts, puisque les (2m — 1) rapports -- 

J 


sont liés par quatre relations. Nous mettons donc ainsi en évidence 
(2n — 4) quantités que n’altère pas le changement des a;, b;, x en 
a}, bj, æ,. Pour que les équations (1) et (1)’ soient de la même classe, 
il faut et il suffit qu’il existe une fonction «= o(x,) vérifiant ces 
(2n — 4) conditions d’invariance. Il en résulte que les (27 — 4) in- 
variants ainsi formés sont distincts : sinon il faudrait moins de (2n—5) 
conditions pour exprimer que (1) et (1) se correspondent. D'autre 
part, un invariant quelconque s’exprimera en fonction des précédents 
et de leurs dérivées : sinon (22 — 4) conditions au moins seraient né- 
cessaires pour que (1) et (1) fussent de la même classe. On le voit 
d’ailleurs directement en prenant l'équation sous la forme canonique : 
FOR 
SAR + Sa: 
suite, une fonction des (22 — 4) invariants considérés. 

Cherchons donc à déterminer de telles formes canoniques des équa- 
tions (1). On peut, par exemple, procéder ainsi : 

Mettons en évidence dans l’équation (1) les (v — 2)racines, simples 
ou confondues, du dénominateur Q[y, (x)], 


un invariant quelconque est une fonction des A,, B et, par 


oa RA ee arc 
(y—a)(y— a)... (y—a)* Ly, (æ)] 


y 


Soit « la racine d’ordre de multiplicité le plus élevé de Q; q est un po- 


SUR LES EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 19 


lynôme en y de degré v—A— 2, 


q — Je bar PES, ee D. 
Posons d’abord 


yra= 


ale 


Il vient 


CyB’ + Cy Bt es + Co __ SIs, (2)] 
ieee. Shag gs 8 eo Te, (x) | 


A 


SS = 


Les c;, y; se calculent sans peine à l’aide desa;,b;. SiP (a), P’(«),..., 
q(%), g'(x), ... représentent les polynômes P et g et leurs. dérivées 
par rapport à y, où l’on fait y — «, on a 

— P’(a) — 17 

PTT 


Thy, Nae TR ms VAR 


éy=— P(e), Cy—1 — 
I PD res 


I 
Cy), = a! g(a) —-—~ P(a), ss 


a! 


it Cee cL 1,2...(v—2) 


ee eee Die keane 
ME Mee en | (a), = rare 


et 


I 
Yw—-r-2 = (a), eee mae pee Mere em LC 


On peut remarquer que c, = — a,, et que y, = 1; les coefficients c,, 
Yv-x-2 sont tous deux différents de zéro. 
Introduisons maintenant le changement de fonction 


3=t+ A, 


, . ‘ dt 
et déterminons A de façon qu'au numérateur de 7 ne figure pas de 
terme en é’-', il faut pour cela et il suffit que 
ee, 
we LENG 
et l’équation en 4 s’écrit 


Qi ay dys ee a 
Nene) 


dx Ps. Ciera) EUX ET, + do 
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Les d;, à; s'expriment à l’aide des c;, y; de la façon suivante : 


S-2-2(A) A'TY-X (A) 
dy=8(A)—A'T(h), +. don ED re eee 


= J yv—h— — : Sv — 
cok RTE Re EST tae RATE HER SON NNE 
T'(A à RE 
A TA) de en Due D A) Eros 


Faisons alors le nouveau changement de fonction 
Co Bye 


et déterminons B de façon qu’au numérateur de l'équation en Y, Y’ 
ne figure pas de terme en Y’~*~', c’est-à-dire, prenons 


B’ is dy_y—1 
liens (EE VE 
ou 
dy 
= dx 
B Ob ves - 
ona 
AV DY" + Dy ee D VAE DS VERS, PI 
+ À Aynteg VITA Ie yc SE A, À 
avec 
DBs ayer Dy = BY dah), 
Ds B'=ic3 (Bdy_y-.— B'd,_)_;), “> 
D, = Bd,— A'à,, Det, 
et 


rs Onna BA, ies Ay 0a ae 


Introduisons enfin le changement de variable + — (X), et cher- 
chons à rendre égaux les coefficients des termes de degré le plus 


APT , Se : . Ye ss . 
élevé au numérateur et au dénominateur de 7x il faut pour cela et il 


suffit que 
D,(æ) _ 


IN : 
. Ay_y-2(x) i 


ee tno 


2 
£ 
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cette relation peut encore s’écrire 


Xl dy a1 sa 


Be! dx — ie P(a) Bite Je à dde dx 
Yv—-h—-2 qa) ‘ 


axl 


Ce changement de variable ramène l’équation à la forme 


Cee Sy Ye PS LEE PAC ON Oe... ET, _ alY, oe 
a cr ese es ends ri Y (Xx ) 


Dans cette équation, le dénominateur est d’un degré inférieur au 
moins de trois unités au degré du numérateur; il ne renferme aucune 
racine de multiplicité supérieure à À. Au numérateur, les termes de 
degré y — r et y— À —r sont déficients. Enfin les coefficients des 
termes de degré le plus élevé, au numérateur et au dénominateur, 
sont égaux. 

Toutes les équations de la même classe sont susceptibles d’être ra- 
menées à la même équation canonique (5); mais cette réduction est 
possible d’une infinité de manières; autrement dit, une infinité d’é- 
quations (5) appartiennent à la même classe. Tout d’abord, la racine « 
une fois choisie, les transformations mêmes que nous avons employées 


Ae - - 
montrent qu’on peut remplacer Y par B, et X par BY" (X,+ A), sans 


changer la forme de l’équation (5); B, et 2 sont des constantes. Cette 
substitution est d’ailleurs, parmi les substitutions 


(21 YW Sky, + K;, X=o0(X,), 
la plus générale qui jouisse de cette propriété. Pour le voir, il suffit 
d’opérer cette substitution et d’exprimer que J,_, est nul ie qui donne 


k, = 0), quel, est nul (ce qui donne & = const. = 5 i) enfin que 


7 a — 1 [ce qui donne X=B*"(X,+h)]. 
V—A—2 


Cherchons maintenant les substitutions (2) les plus générales 


ky + ky 


YS UT 


X= ¢(2), 


susceptibles de faire correspondre l'équation (1) à une équation (5). 
Ceci ne peut avoir lieu, comme on l’aperçoit aussitôt, que si C est ra- 


5 P. PAINLEVÉ. 


cine d’ordre À de l'équation Q[y(æ)] = o. Une fois cette racine choi- 
sie, soit C=, si l’on pose 


J I 
ou FY=A+— 
Je £ 


il vient 
yo Veh ae 
Wm 


: 
7 
| 
| 
| 


a 


et la réduction n’est plus possible que de la manière que nous avons 
indiquée. 

Si done m désigne le nombre des racines « d’ordre À que ren- 
ferme Q, il existera m formes distinctes de l’équation (5), correspon- 
dant à l’équation (1), et chacune d’elles dépend de deux constantes 
arbitraires, B, et A. Les coefficients J et I sont des fonctions à m valeurs 
des coefficients a;, b; de leurs dérivées et de deux constantes, et ces 


r 


fonctions, ainsi que ee; sont des invariants de la substitution (2). 


D'une manière plus précise, ces quantités sont racines d’une équation 


d'ordre m, dont les coefficients dépendent rationnellement des a;, b;, 
da; : : 
7,7 ete., et aussi de deux constantes B, et 2. Si l’on donne aux con- 
stantes B, et A des valeurs particulières, et qu'on remplace les a;, 6; 
etæ par les a;, bj et x,, ces coefficients gardent la même valeur, à 
condition de donner aux constantes des valeurs convenables. 

Pour que deux équations (1) et (1) soient de la méme classe, il 
faut et il suffit que toutes leurs formes réduites coincident. Il suffit, 
pour cela, qu'une des formes réduites de (1) coincide avec une des 


formes réduites de (1)’. Ceci revient à dire que les relations | 
da; da} 
Jr oe ey Mig ewe Fre Sop gg ot = 4 : aoe nt 
«( a » Dj, ‘as JSta (ee rah 6)... B } 
À | da; da} 
Mesa i ed ed CL ES | 
| 
P (a) pui Pile) El 
q(a) qi(o) * 


sont vérifiées identiquement par une certaine fonction 


æ — (x). 


NET 


ASE SS ek 
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| Ces relations sont au nombre de 2n — 4 dans le cas le plus général 
où À — r; si À est quelconque, il faut ajouter à ces (2v — 3 — A) con- 
ditions les (A — 1) conditions exprimant que Q’a une racine d'ordre A, 
comme Q |. 

Nous obtenons ainsi pour les équations (1) des formes canoniques 
absolument analogues à celles qu’a introduites M. Appell dans l’étude 
de la transformation 


(6) y=ha)yith(a), v= 9(x). 


L’équation de Riccati est la seule qui ne soit pas susceptible d’être 
ramenée à une forme telle que (5). On peut, et d’une infinite de ma- 
nieres, la réduire par une substitution (2) à l’équation 


V0; 


mais la détermination d’une quelconque de ces substitutions nécessite 
la connaissance d’une intégrale particulière de Péquation. Pour s’en 
rendre compte, il suffit de se rappeler que l'intégrale générale est 


donnée par la formule 
7 hy +h, 


He = const. 

Pour toutes les valeurs de v supérieures à 2, le procédé de réduc- 
tion que nous avons indiqué s’applique. Soit y — 3, par exemple. L'é- 
quation la plus générale est 


pg Ga) ae Oe 
(7) Doe by + by > 


si b, n’est pas nul, on l'écrit 


! 


Le 


as Y° + aes gas) 
irae 


et, en posant 


if À = 7) 
il vient 
D C3 2 + 3 C3? + 2CiE rey 7 


| a=— — (ayai+ a oat ap on - 
3, ol 3asa2— 243% — Ay, 
3c, = —3a;a — 24; | 


Cy = — Age 


Si b, est nul, cette première réduction se trouve faite d'elle-même. 


En suivant alors la même marche que plus haut, on ramène l'équation — 


à la forme canonique — 
; Y'=Y + J(X), 


Jayant la valeur suivante, déjà calculée par M. Appell, 


: 4 dc» de; | 
Co? — 3010305 +20 + C, G— — C7 af eet 
dx da : En 


dx 
f= 


3 
C3 


et X est liée à æ par la formule 


} ys | 
6f TS = dx 
Mar NT + le di. 


J et X sont deux invariants de l’équation (7). On voit qu'ils s’ex- 
priment en fonction des a;, b; et de leurs dérivées premières et se- 
condes. Si l’on désigne par J,, X, ce que deviennent ces invariants 
quand on y Cote a;, b;,x par a;, bi, x,, la condition nécessaire 
et suffisante pour que deux équations (7) soient de la même classe est 
qu'il existe une fonction « = 9(2, ) vérifiant les deux identités 


s 


J = Ji, 
NX 8 


Cet invariant Ja été déjà rencontré par M. Robert Liouville dans 
ses travaux sur l'équation (7). 
Considérons de même le cas de v — 4, 


= MI + GP + AP +... + 


ET boy? + bry + by 


Les formes de réduction seront différentes suivant que le dénomi- 


MU 
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nateur a, ou non, ses racines distinctes. Dans la première hypothèse, 
l'équation canonique s’écrit 


dY_ Y+JY+I,,. 

aX Y+I., ’ 
dans la seconde 

a = Y'+ J,Y*+ J,. 

Les invariants J et I se calculent aussitôt à l’aide des formules gé- 
nérales que nous avons établies précédemment. Nous nous dispense- 
rons d’écrire ces égalités, dont l'établissement ne présente ni difficulté 
ni intérêt. Le plus simple est, dans chaque exemple particulier, de 
former directement ces invariants, en suivant la marche ordinaire de 
la réduction. 


Citons encore les équations canoniques, qui correspondent aux va- 
leurs de y, 


Pour v = 5, il existe trois types d'équations canoniques, suivant que 
le dénominateur de y’ n’a que des racines simples, ou admet soit une 
racine double, soit une racine triple. Ces trois types sont 


Vat Ye see Y ted 


ay eee res 
y'— Yo+Is V+ SV + Io 
“2 Y + L, 


y’= Y5+ J, Y°+ J, Y?+ J). 
Pour v — 6, les formes réduites sont les suivantes : 


yé+J;,Y¥%+J.Y°+J,Y+J, 


ee Teeny el 

ÿ'— Yo+ LS Sal JeV+UNY + Ip 
A Y+LY+L 

yi et à PER Gun Sy 
4 Y+<L 


¥! a= Ose J,Y'*+ J; Y3 + JoY¥?+ Jy. 


3. On peut se servir de ces équations canoniques et des invariants | 
Ann. de Vic. Normale. 3° Série. Tome IX. — Janvier 1892. 4 
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et J pour reconnaitre les équations (1), qu'une substitution (2) ra- 
mène à des formes intégrables. Mais ceci nous entrainerait hors du 
sujet. Remarquons d’ailleurs que, la substitution y = @ +! une fois 
effectuée, nous ne faisons plus subir à y que des transformations li- 
néaires, et je renvoie au Mémoire déja cité de M. Appell pour le déve- 
loppement des propriétés de cette transformation. \ 

Il convient de signaler toutefois une classe d'équations qui joue un 
rôle particulier vis-à-vis de la transformation (2) : je veux parler des 
équations (1) qui admettent un groupe infinitésimal de transforma- 
tions (2). 

On connaît un grand nombre de telles équations : les équations ho- 
mogènes, les équations à coefficients constants, l'équation de Riccati. 
Pour cette dernière, en effet, l’intégrale générale y est donnée en fonc- 
tion d’une intégrale particulière par l'égalité 


__h(z,C)y1+ (zx, C) 
Y= Ka, C) 71+ A (x, €)’ 


et cette égalité définit une transformation (2) infinitésimale de l’é- 
quation en elle-méme. 

Nous allons nous servir des formes réduites (5) pour déterminer 
toutes les classes d’équations qui admettent un tel groupe de transfor- 
mations. Il nous suffit, pour cela, de trouver toutes les équations ca- 
noniques qui jouissent de cette propriété. Soit done 

LRO Var hae) 
AY + ky (X)’ 
h'(X)Y¥ + AIX) 
A(X) Y + AEX)’ 


y 


X,= p(X), 


a X,='(X) | { 


deux substitutions du groupe qui transforme une équation (5) en 
FRAME Ceci nest possible, comme nous l’avons remarqué, que si 
RE ER est à Re na ni ’ a à ~ T Ze Res 2 

gp’ — ga Sont racines d'ordre À de t[Y, (X)]. Si les deux substitu- 
. . . € ¥ | 
tions s . 5 RS no EL Py oe. 5 At y 
à i apa deux substitutions voisines, doit étre égal a Pr et Y,est 
lié à Y, par la formule 

Y,=HY,+H,, 
avec 
X= x (X)). 
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Il en résulte que l’équation (5) reste inaltérée pour un tel groupe de 
transformations. Mais les seules substitutions (2) qui conservent à (5) 
sa forme sont, comme nous l’avons démontré, 


ean 


Yop X=ByH (K+). 


Les coefficients I,, J, deviennent, après cette substitution, 


Ji» (X1) = Bi [B (Xi + 2)], 
D(X, = BY I, (BX, +) I, 
Es (Xi) = Bols [BST (Xi + A)], 


I} =By 1, [BX + A) ]. 


Par hypothèse, ces coefficients doivent rester les mêmes quand on 
remplace B, et A par des constantes qui satisfont à une certaine rela- 
tion. Cette relation peut être résolue, par rapport à k, 


h=G(B,). 


Autrement, les I, J ne changeraient pas quand on remplace X par 
X+h, h étant quelconque, et l’équation serait à coefficients con- 
stants. Nous sommes conduit ainsi à chercher des fonctions I, J qui 
satisfont à une relation fonctionnelle telle que 


f(X)=B?f[Bi (X+A)], 


+1 pa 
ou encore, en posant B;* = C, Via 


FA) = C7 f[C(X +2)]. 
Soit 
{AO ae My Cw). 


E’équation fonctionnelle équivaut à la suivante : 


C(x +h)=F (a) 
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d’où, en différentiant par rapport à &, 


c’est-à-dire 


dX u I 
eed (&) Cat? 
quel que soit C. 


Laissons u constant (u — 1 par exemple) et faisons varier C; on 


voit que 


I T 
Ut — ) — — mie # 
FE a) (ai const. lod 


Nous tirons de la 
F'(u)=au 7, 
1 


(yu) ae Tg! 


et enfin 
J 


BAPE p due ir 


pr 


a et$ étant des constantes arbitraires. Cette fonction uw satisfait en ef- 
fet à l'équation 

u(X)=CZu[C(X +h)], 
quel que soit C, si A vérifie la condition 


= ALS 


Il en résulte, pour les fonctions I et J, les valeurs 


Il, | =(X—B)y to, 
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Les a, «désignent des constantes, ainsi que 8, qui est le même pour 


tous les I, J, puisque ceux-ci doivent rester invariants pour les mêmes 
transformations. 


Dans ces conditions, l'équation (5) admet le groupe des substitu- 
tions 


Y=, KSB X + 61 — BY). 


Si nous posons 
1 


(X—B) “aE 


=? 


| 


l'équation 
dY A 


est telle que son coefficient différentiel ne change pas quand on y rem- 
place Y par CY, £ par C£: c’est donc une fonction homogène, de degré 
zéro. La substitution 


Y=ti, Eee 


ramène l’équation à une équation dont les coefficients sont constants 
par rapport à £. 

Nous arrivons done à la conclusion suivante: les équations (1) qui 
admettent un groupe infinitésimal de transformations (2) se ramènent, 
par une telle transformation, aux équations homogènes (ou aux équa- 
tions à coefficients constants). Cette réduction s’opère à l’aide de qua- 
dratures. 

L’équation de Riccati fait seule exception à ce théorème : on peut 
encore la ramener à l’équation homogène 


dY 
dX 


— (0); 
mais cette réduction exige la connaissance d’une intégrale particu- 
liere de l’équation. : 

Ce point établi, proposons-nous de reconnaitre si une équation (1) 
donnée numériquement correspond, par une transformation (2), a une 
équation (r) également donnée. On vérifie s’il en est ainsi à l’aide 
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d'opérations purement algébriques. Quant aux substitutions (2) elles- 
mêmes, il n’en saurait exister qu’un nombre fini, et, par suite, elles 
s’obtiennent algébriquement, à moins que les équations ne rentrent 
dans la classe exceptionnelle que nous venons d'étudier. Dans ce der- 
nier cas, elles s’integrent par quadratures si ce ne sont pas des équa- 
tions de Riccati. 

(A suivre.) 


de. js 


SUR LA 


FRÉQUENCE DES NOMBRES PREMIERS, 


Par M. G. FOUSSEREAU, 


PROFESSEUR AU LYCÉE LOUIS-LE-GRAND. 


Definition. — On appelle frequence des entiers jouissant d’une cer- 


, + . I 
taine propriété, entre deux entiers A et A’, le quotient a du 
nombre M d’entiers supérieurs à A et inférieurs à A’+ 1, qui jouissent 
de la propriété proposée, par la différence A’— A des limites consi- 


dérées. 
Supposons que, À restant constant, A’ croisse indéfiniment. Si le 


: M Se ; el 
quotient + tend vers une limite déterminée, nous appellerons 


cette limite fréquence moyenne a partir de A. 


Lemme. — Sovent m, n...., p, q des nombres premiers tous differents. 
Considérons la suite des nombres entiers depuis 1 Jusqu'au produit mn... pq. 
On sait que le nombre de nombres premiers avec ce produit compris dans 
cette suite a pour valeur 


(m—1)(n—1)...(p—1)(q—1). 
St B est un enter quelconque, 


B+mn...pq 


est Ou non premier avec Mn... Pq, suivant que B est lui-méme premier ou 
non avec ce produit. 


Les nombres premiers avec mn... pq se reproduisent donc périodi- 


rs 
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quement dans la série naturelle des nombres entiers, la période étant 
mn... pq: 

La fréquence des nombres premiers avec mn... pq, entre o et 
A =Kmn...pq, ou encore entre A, = K,mn... pg et A, =K, mn... pq, 
a done pour valeur 


(n(n) PNY) = CR COS ES CS 
mn... pq ch m n P q 


K, K, et K, étant des coefficients entiers quelconques. 

Jn particulier, représentons par Q le produit de tous les nombres 
premiers depuis 2 jusqu’à un certain nombre premier q. La fréquence 
des nombres compris entre A, = K,Q et A, =K,Q, qui ne sont divi- 
sibles par aucun nombre premier jusqu'à g inclusivement, a pour 


valeur 
Fede) 


Corollaire. — Si l’on suppose K21, tous les nombres premiers entre 
A, et A, font partie des non-multiples considérés. Donc, si l’on dé- 
signe par Fy, la fréquence des nombres premiers entre Q et A= KQ, 
K étant au moins égal à 2, on aura 


of) (ee 


Tuéorème. — La fréquence des nombres premiers compris entre Q et 
A = KQ tend vers zero, lorsqu'on fait croître indéfiniment le dernier fac- 
teur premier q contenu dans le produit Q. Il en est de méme de la fre- 
quence moyenne des nombres premiers à partir de Q. 


I suffit, pour établir la première partie de la proposition, de dé- 
montrer que le second membre de l'inégalité (1) tend vers zéro si l’on 
fait croître g indéfiniment. 

D'après un théorème dû à Euler, si l’on pose 


ee lee 


2,3, 5,...,q, ... représentant la série indéfinie des nombres premiers 


7 
# 
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et « un exposant supérieur à l’unité, et 


I I I T 
Sa= + +a tek 


— +... 
m% 


1, 2,3,...,m,... représentant la série indéfinie des nombres entiers, 
on a la relation 


I 
I, = =: 
. Sa 
Or S, tend vers l’infini, à mesure que « décroit en se rapprochant 
de l’unité. | 
En effet, cette somme peut s 


? 


écrire 


tie IN I I I I I I 
oan ana 5 = 3a ga i 5a t Ga M gs Ba RL LE 


I I I 
LE | oF at (oP a bo be on | Soc 


La somme des termes du dernier crochet T est plus grande que le 
dernier terme multiplié par le nombre des termes 


I I I 
== DE 
D. Pao Ses 


On a donc 


Ss I I I I : 
ae Ta gaat T (ghy@an T Gaya À: : 


en sommant la progression géométrique, 


I 


Ss [ 
he ere eee mn 


Quand « tend vers 1, le second membre croit indéfiniment. Il en est 


donc de même du premier S,. 
Donc II, tend vers zéro quand « se rapproche indéfiniment de l'unité. 


Or le produit 
H(A) 


a ses facteurs respectivement plus petits que ceux du produit IL, quel 
que soit « >1. 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome IX. — Janvinr 1892. 


Qt 


34 F. FOUSSEREAU. — SUR LA FRÉQUENCE DES NOMBRES PREMIERS. 


Donc le produit I est plus petit que toute quantité positive donnée; 
il est nul, ce qui établit la première partie du théorème. 

Soient B un entier compris entre (K — 1)Q, et KQ et F, la fréquence 
des nombres premiers entre Q et B. Si tous les nombres premiers com- 
pris entre (K —1)Q et KQ étaient au plus égaux à B, F, aurait pour 
valeur 


Ona done 
eee Lt Doe K—1 
Poi feo BQ = Ka 


Quelle que soit la loi suivant laquelle on fait croitre B indéfiniment, 

"I 
K — 2 
fréquence moyenne a partir de Q, a donc la méme valeur que la limite 
de F,, pour K indéfiniment croissant. Mais si, à son tour, le dernier 
facteur premier g entrant dans Q croit indéfiniment, Fx tend vers zéro. 
Il en est donc de même de ®,. 


tend vers l’unité. La limite ®, de F,, c’est-à-dire la 


le rapport 


v4 


», & 
* 


d 
(ay. =Gu—2)(u—B)(a—y)(u—a}, | 


Par M. W. KAPTEYN, - 


PROFESSEUR A L’UNIVERSITÉ D’UTRECHT. 


© NOUVELLE MÉTHODE 


POUR ee 


RATION DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 


Je me propose de satisfaire à ee différentielle 


7 (0 (3%) = G?(u— a) (uw—B)(u—y)(u—3) ey 


du ss 2 3 4 
an = C,+ C,u + C,u?+ Csui + C, 


22 


a» eae 


les quantités a, B, y, 0, A et a étant des constantes réelles 


_naires. 


ee par une série de la (ane 


PAY 


Li 


+ 


Ay 


3 — aA, 


En posant u = - — +R, (z), on aura - 


a = 
r (s—a,)? 
= ps 
| (z — a,)* 
PAR SERA ET ne 
(3 —a,)t 


2À; ne ) 


ZE — 4 


3A?R, (2) 


G—a) 
4ASR, (2) - 


(4—a,)* 


Ay 


Fr (z— ay) 


+ Ris), 
… SAR (s) 


3 —< > 


GA?R?(:) ) 


2A7R,(3) 
T(z —a,P 


Cae 


An 


B— Gp, 


’ 


+ R3(s), 
GAR?) 


5— y 


+ R}(s). 


ou imagi- 


aes): 


. 49, 


Fine, ds “iby dr, en beton a,+ eau lieu Ae 2: 
Les fonctions R,(s) et Ri(z), R;(z), R! (3), Ri(s) et] 


holomorphes pour des valeurs suffisamment petites de ¢, on ‘pourra les ¥ 
développer d'après la formule de Maclaurin. En remplacant R, (a). “Se 


Ri Aa)» 2 suuplement par R, R',...,on obtient ~ 


x + 


ty 


R’ a R 
3 ae RYT ie -3 he te 
R, (a, +e)=R tage + + 5° se Se 


R? (a,+¢) = R?+ 2RR'ec + (RR"+ R”)e? + (4RR”+ R'R')e+..., 
R? (a,-+ ¢) = R? + 3R?R’e + ($R*R’ + 3RR")e? + 
Ri (a, + 2) = R°+ 4R°R'e +..., 
[4 IV - 
Rj. (a, + ¢) = R! +R! + wet sO. eu 


R?(a,+¢) =R°?+2R'R'e +... 


et, par suite, 


A, 
u Fgieye eer 


RAR oR 
RUE keh ie Ri) 2 (A Ra ae 


3A2R  3A2R'+3A,R? + 
+ SSE + (HAE R' + 6A,RR’+ RP) +... 


€? 


GARR, GARR’+ GARR? |. 2APR"+ 19 A} RR! + GAR? 
Les e? é 


+ $A2R"+ 6A2(RR"+ R2)+12AR2R'+ Rt+..., 


+ (EC ae AS EE tea 


: 


Speen ons. ne l'équation différentielle (2), à la place de u, w?, 
3 4 
TPO TAM a » les séries précédentes, et égalons les coefficients des 


mêmes puissances de e dans les deux membres. Nous obtiendrons 


ey. 


* 


§ ; 


wt 
7 
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ainsi 
| A; —A;C;, 
0 — 4ASRC, + A®C,, 
AR — (4A2R'+ GA2R°)C 4° 3A2RC,+ A? Ce, 
(4) —2A,R"= (2A2R"+12A? RR’+ 4A,R?)C, 
+ (3A2R’+ 3A,R°)C,+2A,RC, + A,Ci, 
R?— A,R"= [2A2R"+ 6A2(RR" +R?) +12A,R2R! + REC! 
+ (FA7R"+ 6A,RR'+ R*)Cs+ (2 A,R/+ R2) C,-- RC,-+C), 


ou, apres une réduction facile, 


1= A?C,, 

o=4RC,+ C,, 

o = 6A,R’— 6R?+ A2C,, 

o=4R’+ 2R°C,+ 2RC.+ C,, 

o = 3A,R"+5R?— 3 R?(4A,R’+ R?)C, +(2A,R'+R?)C + RC, + C,, 


Maio sales) aie el then bles cle ve s) # ial als! (0 ee + de se eue e © e)e! (ete cere 0 © # oc (6/0, 5 10/08 es ole e186 à 


(9) 


La premiere des équations (5) montre que la valeur de A? doit être 
constante, c’est-a-dire que les numérateurs des fractions de la série (3) 
devront tous avoir la méme valeur absolue. La seconde fait voir que 
R =R,(a,) doit avoir la même valeur pour tous les pôles a, de la fonc- 
tion uw; la troisième, quatrième et cinquième de ces équations appren- 
nent respectivement que chacune des valeurs 


A,R,(a;), R;(a); A,R}( ay) 


doit être constante, quel que soit le pale a,. 
En étudiant les équations suivantes du méme systeme (4), « on re- 


connait aisément qu’il faudra avoir toujours 


RG” (a7) > const. et eh erin as == 'const., 


quel que soit le pôle a, et quel que soit le nombre entier zn. 
En effet, en remarquant que R,(a,) a une valeur constante, et en 


CR 
la relation 
# 


. Pi tPate: + pp= Ps 
on aura 
R, (a; + e) = 3(p)e?, 
 R'(a;+e) —=Z(p}e, 
R? (a,-+e) = Z(p}er, 
Ri(a,+e)—=Z(p}e, 
Ry, (ar+e)—2(p+i1)e, 
R?(a,+¢)=2( p+ 2)e?; 


du 
par suite, les Coefficients de €, dans les RATE HU; stk. (3) > 


seront respectivement 


(P)s 
Arp +1)+(P), 
Ar(p +2) + Ar(p+ 1) + (Pp); 
Ah (p +3) + Ar(p +2) + Ar(p +1) +(p), 
A,(p +3) + (p+ 2). 
En substituant ces valeurs Hes Péquation différentielle, on ob- 
Went epOULp aa), 25 0; vier 0 
Ar(p+3)+(p+2)=  G(p)+G[A;(p +1) + (p)] 
+ Cs[As(p +2) +Ar(p+1)+(P)] 
+ G,[An(p +3) + AF ( p+ 2)+Ar(p +1) + (p)l. 
Introduisons maintenant la condition A? = const., et remarquons 


que (C, + CG, + C; + C,)(p) est encore une fonction (p), .... La der- 
nière équation prend la forme plus simple 


Ar(p+3)=(p)+A,(p+1)+(p+2). 
Les cing premières équations (4) nous ayant appris que 
A,(1) = const., (A) = const. et A,(3) = const., 
l'équation précédente montre qu’il faut avoir de même 


(4) = const., A,(5) = const., 


a 4” 


© oy om 
te ~ 


A2 — - const. = Ae 


veer ee oper 


at le voisinage d’un pôle de chacune des deux espèces, on aura 
done 


{ 


TPE Re) +(2— a Wa) + C= Se Nae: 
frets 4 


== Ry (by ee )RL(d, y+ ET ont... 


ou, en introduisant a ne trouvées et posant 


—_— 


RG = K-00} = No= tonst,., 
AR;(a.)——AR;(b,) =N,= const. 
R'(a,)—=R!(8,)—1.2N,— const., 
AR (ee AR, (0, ) == 1,223 Ns const. 


N 
a) AON a.) GE 


apt. R,(2) =N,— Re b,) - N, (5 — BY — = FO aa 

Il est facile de déduire des dernières séries une propriété caracté- 
ristique de la fonction u — f(z). Pour cela, représentons deux pôles 
de même espèce, a, et 4,,,, par deux points dans un plan, et menons 
par ces points deux pue de même longueur, aboutissant aux 
points s 6, evs 22 a sorte qu’on ait 


By Ap 22 Apr = 65 


alors on aura ee a 
5 i “en A Z N, nr | 
HN + No+ EH Nal?+..., 


fa) = + No+ pS re ae 


Lana ee 


f 


ayn *i À 


6 
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Dans le cercle de convergence de la série 


Not Mie EN A+. aon) 


on aura done 


f (41) =f(42)- 


La même chose aura lieu quand on mène deux parallèles de même 
longueur et de même direction par deux pôles b, et b,,,. 

Considérons maintenant deux pôles a, et b, de différente espèce, et 
posons 


8, — a; =D, — 31. 
Dans ce cas, on aura encore 


fa)=È + Not ee, 


fle) = +N tee Ne +. 


La fonction passera done par les mémes valeurs dans les points cor- 


_respondants de deux droites parallèles de même direction menées 


par tous les points a, et dans les points correspondants de deux paral- 
leles de direction opposée menées par un point @ et un point 6. 
Quoique cette propriété n’ait été prouvée qu'entre des limites conve- 
nables, on voit bien qu’elle aura lieu généralement; car on sait, 


d’après un théorème dû à Riemann, que si deux fonctions uniformes 


qui ont un nombre quelconque, fini ou infini, de pôles ou points sin- 
guliers essentiels, coincident le long d’un élément de grandeur finie, 
aussi petit qu'on le veut, elles sont nécessairement identiques. 
Occupons-nous maintenant de la distribution des pôles dans le plan, 
et supposons d'abord que la ligne qui joint deux pôles a et la ligne qui 
joint deux pôles 4 ont la même direction. Dans ce cas, il suffit de con- 


naître un pôle a, et deux pôles a,,, et b,, les plus rapprochés du pre- 
mier, pour en déduire tous les autres. 


En effet, dans ce cas, tous les points 


ay + N(Apy4— ay), 


by + N(Ap41— ay), 
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n étant un nombre entier, situés sur deux parallèles menées par a, 
et b, seront des pôles : les premiers, des pôles du système a; les se- 
conds, des poles du système D. En prolongeant les droites a,b,, 
a,.,6,,,,... de part et d’autre à l’infini, le plan sera divisé en bandes 
égales; aux points correspondants de ces différentes bandes, la fonc- 
tion reprendra les mêmes valeurs, tandis que, dans une bande, elle 
aura la même valeur aux points 


AFS 
et 


By. —= Se 


Solenta@,—- D, 0, —Y, d,,,— A, — @, ON aura 


. A A 
8 ae 2 A 
( ) a DE (—- 7G) sows) 


m étant un nombre entier. Dans l’hypothese que nous avons faite, on 
voit que la fonction w sera une fonction simplement périodique ayant 
deux infinis dans chaque bande. Ajoutons encore que les pôles b,, 
b,.,, ... pourraient être situés sur la droite qui joint les pôles a,, 
a,.,,--.; dans ce cas, la direction des bandes serait arbitraire. 

Jusqu'à présent, nous avons admis que la droite qui joint deux 
poles & avait la même direction que la droite qui joint deux pôles a. 

Supposons, en second lieu, que ces directions soient différentes. 
Dans ce cas, il suffit de connaître deux pôles consécutifs du système a 
et deux pôles consécutifs du système b. Posons, dans ce cas, 


A=; Apts — Ay — 06), 


bs 'f 
Dr, D, — Ope 5 


et marquons sur le plan de représentation les points & + mw + nw’ 
et y-+mw+anw’, m et n étant des nombres entiers; il est évident 
que les premiers seront tous les pôles du système a, les seconds tous 
les pôles du système b. | 

En menant par le point x et les points a + w et x + w’ deux droites, 
et par tous les points z+ nw’ et # + mw des droites respectivement 
parallèles aux premières et aux secondes, on divisera le plan en pa- 
rallélogrammes égaux. D’après la propriété de la fonction que nous 


Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome IX. — FévRiER 1892. 6 


avons trouvée, on voit Re que i fonction 

aux points homologues de ces divers erie mmes 

donc deux périodes w et w’, et passera, dans chaque para ogra 
deux fois par la méme valeur. En effet, la fonction aura lan 


_ leur aux points 


A+ rf vat b,— 


ou 7. 
y Pants th pe 


LA 


si le dernier point n'était pas situé dans le même parallélogramme | 
que le premier point, on pourra toujours l'y ramener en ajoutant — 


quelque multiple des périodes. 


La fonction peut être ST oe ce cas, par 


Fe oe | 
(9) Fm RS Eee nes) 


Considérons maintenant les deux cas séparément. 


Premier cas. — D'après ce qui précède, la fonction wu aura 


_ forme 


(8) a 


Avec la formule connue 
(10) 
on réduira l'équation (8) à 


(11) Gate Og ne) fae thane 56) P 
6) ie) G) - 


Pour déterminer les quantités x, y, w, A en fonction des coeffi- 
cients C de Péquation différentielle (2), nous allons calculer les quan-. 
tités constantes 


R;(a,), ApRi(as)y.R2(a,) et. À,R"(a). 


140 cos? (æ— 7) 
T° 6) 


Z à 2 = 4 a dow fn A : 2 F4 
Ri(w+mot+e=A-] (—5-—-zae-...)+- — 
ww r . E @) LE 6) 1D Au PAP Le ; x 7 
PER - / | Ù sin’ | = ¥) 
Le ue cos = (a ) +2008? — (x y) ; 
Ur (PV = JE . . 
ME “ a Die (ayy y Gut a) nes ; eae 
DES ne Douai ds Per - SE on 5 « 18 | 
oi Sin Cr) sin‘ 5 (ey) i 
1 i > = ‘7 
à , COS — (7 — } 
7 1 T 2 TC 27? + y) 
| _R'(x+mo+e)—A- Sl Sia ae eee 
# to 15 ® w? ; ; 
; sin’ — (4 — y) 
ee” É ol ar: x) ’ | 
A \ 2T 6) À 
= = ee ; 
à sin’ T(x— y) 
-0) 
- i EE 7 2. 
= 23 I+ 2 cos* — (x — 
ia ; ie AT 2 ET a am ae Y fd 
ee Waa) oS) nk 
sin*—(x— y) 
” G) re 
\ Py € z ee ve À 
L, Late 
Fi ea 
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En substituant, dans ces équations, € = 0, on obtient 


R— R(a) =— À © cot(x — y), 


T° I 
ae ! ES ae 
AUR AR (4) A =| 3 + 


3 
R’= R'(ar) =— 24 © = er 
sin*—(x — y) 
a 1+ 2cos* = (a —y) 
AR" = AR"(a,) = 2A? | — -— + ————_ 
6) 19 


* T 
sin* = (æ — y) 


Ces valeurs, substituées dans les cinq premières équations (5) ou 
dans les suivantes, 


| CG TE 
R 
GA a 
Ce / 
(12) Ce SL a ) 
ARS 12 RR' 
Ci=— 4R'— 2 
De gk Seah teed Ay 
pep 4 
Co=— 2 A,R” + 4RR"+ 7R?— qe + = ; 
donnent 
l 
GS 
4 A2 
=. = cot = (a — Y 9 
(13) ) Î ») ) 
Cm 
&? 
C0, 
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Dans l’hypothèse que nous avons faite, l'équation différentielle se 
réduit à 


À 2 
(14) (a) = C,u?+ C,u3+ Cut. 


ds 


Si donc cette équation possède une intégrale de la forme (3), cette 
intégrale sera 


u—AT [cot Ee ee "|, 
G) G) G) 

une fonction simplement périodique dont le facteur A, la période w et 
la situation relative des deux infinis d’une bande seront déterminés 
en fonction des coefficients C,,C;, C, par les équations (13). La quan- 
tité x sera donnée par la condition initiale. 

On vérifiera aisément que la fonction (11) satisfait à l'équation dif 
férentielle (14) à l’aide des équations (13). 


Second cas. — Dans ce cas, la fonction wu aura la forme 


eo bo} A A 
(9) mm, 


— @ — 00 


ou, d’après la formule (10), 


@ 
T i T 
= À = pe | cot F(< — x—nvo') —col-(s—y — no’) 
G) 6) G) 


En introduisant une nouvelle fonction 


ios) 


Z,(s)== DS cot = (s— nv) 


T 3 T ; T ; 
Se ee [cot (2— nin’) + eot E (+ nu) 
a) @) G) 6) G) L 
ou 
T T3 T 275 a 
Zi (6) = — cot-— +4—sin—— > —-————___ —___—__, 
(6) 1(3) 0) 6) ie G) feud 2T 3 


A DEAR COS 4" 
‘ G) 


10 W. KAPTEYN. 


Tit’ : 


où g =e ® , on obtient 
1 


(16) u—=f(z)=A[ZA(s-x)—2(5—7)]. 


Remarquons que la série, dans le second membre de l'équation (i) 
est absolument convergente quand modg <1 ('). Pour que cette con- 
dition soit vérifiée, il faut donc que, en posant 


a)! ; 
ne ps 
G) 


s soit une quantité positive. 
La fonction Z,(z), qui s’introduit ici d’une manière naturelle, pos- 
sede les propriétés suivantes : 
| Lis +0) —Z(z), 
(17) F eX gt Aad 
Zita +0!) =~ —— +-2,(2). 


Déterminons maintenant les quantités constantes 
R,(a,), A,Ri(a,), R'(a,), A,R"(a,). 
D’après la définition, ona 


R,(3) = f(s) à 


a-— ££ —Mmw— no’? 


en posant 
s=xr+mo+nwo'+¢, 


on obtient done 


RÉ EX CA Ce) Site I eee 
Dans cette équation ie 
Z,(mw-+ no + ¢) = — ach Z,(¢) 
ot G) 
1\(e@—y+mo+nwo'+e)= oom + ZLi(x—y+e), 


par suite 


R,(a,;,+e)—=A (te) — L(z—y+e) — : |; 
€ 


(1) EISENSTEIN, Journal de Crelle, t. 35. 


[8 = ew pe enn amemimenammal 


= À ‘4 sh ; ni 
Z,(e) > = = bye Pt b,e Se be +. ne 


L 


ation Rent se réduit à 


Fs \ : 
=A] ber be. .—L,(2—y)—1(x@—y)e— id ae 
[ R= R,(a,)=—AZ,(e—y), — 
| A,R’ = A,R, (@,)= A[b,—Zi(2—y))}, 
: he R° (@,) = — AZ (x = ¥)s 
Avie AR (a) LARGE 7 Ce ys). 


En substituant ces valeurs dans les cinq premières équations (5) 
ou dans les équations (12), on obtient, quand on met simplement Z, 
7 lieu de Z, a 2 ae 


eee 


GR En 


CREER he 
PC GA (2; +32,2, + Z3— 36,2,), 


CoS AGL, + AL, LT GE +70} + GTS Hee Loh yy Sere Aes ro 


Ces équations, qui déterminent les inconnues en fonction des coef- 
ficients de l’équation différentielle, sont bien difficiles à résoudre. 


_ C’est pourquoi nous allons suivre un autre chemin, pour revenir en- 


suite sur ces équations remarquables. 
__ L’équation (16), avec la première des équations Racy nous apprend 
_ que l’équation différentielle £ 


4 (y= OS ns Fe 


peut être satisfaite par 


Let) Lis Ep 


ua 


I 
Gl 
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du 


x : 
Les valeurs de =, pour lesquelles == = 0, satisfont à l'équation 


~ 


Zi (s—2)=L,(s—y)- 


Or, Z, (s) étant une fonction doublement périodique de quatrieme 
ordre, aux périodes w et ’, qui satisfait aux equations 


i (= s) SZ, 6) 
Z\(@ — 3) = 2; (5), 
Zi) (w'— 3s) =2;(s), 
Zi (o+o'—s)=Z)(s), 


on trouve les quatre solutions 


ZL 7 
| SA — 3 
2 
HE ¥ 6) 
= Ay —4 
2 2 
(20) : 
r+y 6 
ske DES, 
2 2 
CV 6) + 6) 
c= A, = 2, 


Il est évident qu’on peut ajouter à ces solutions autant de multiples 
des périodes qu’on veut, et qu'il y aura quatre solutions dans chaque 
parallélogramme; par suite, nous pourrons admettre que les solutions 
précédentes soient situées dans le premier parallélogramme. 

D'autre part, les valeurs de uw correspondant à ces quatre solutions 
sontu=a,u=$,u=y,u= 4, comme on le déduit immédiatement 
de léquation différentielle. 

Posons donc 


J 


a= GA (ie) — ZA (Ai), 
P= GA 2) — Zi (A), 
72 G las x) — (As), 


ES lr r 
Lo Me G [Zi (A; — x) = (As —7)], 


Nat. 


Te 


É- 
né, 
… 


aN 


LAS, 


FAN NES 
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ou 
eA dr sb re te), Lin 
du 
6 ds Vu a) (u— : Te HO As 


I É du 
= — = =A,, 
al V(u—a)(u— 8) (u—y)(u—d) 


les équations (20) déterminent les périodes w et w’ en fonction des 
intégrales A,, A,, A;, A,. 
En effet, on aura 


( G) —) A; 2A;, 


Lo) | w'—=2A,— 2A, 


et la relation linéaire entre ces intégrales 
A, — A,— As A,= O. 


D’après la méthode même que nous avons suivie, il est évident que 
les chemins d’intégration des intégrales (21) sont tels qu’ils ne ren- 
ferment aucun des points a, 8, y, 6. Quant à la limite inférieure, nous 
avons admis la condition initiale uw =o pour 3 = o. 

On déterminera les infinies x et y par les formules 


(v7+y=—2A,, 


(23) | Z, (2) = Z,(2A,;— x), 


dont la dernière se déduit de la condition initiale. 
Pour vérifier que la fonction (16), dans laquelle les constantes sont 
déterminées par les équations (19), satisfait à l'équation différen- 


4 ; à : 5 Le HONOR 
tielle (2), nous allons développer les fonctions wu’, u, u', (Z) » OÙ 


u—A[Z;,(3—x)—Z,(5—7y)], 


suivant un théorème de M. Hermite. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome IX. — FÉVRIER 1892. 7 
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D'après ce théorème, toute fonction f(z) méromorphe aux périodes 
w et w’ s'exprime linéairement au moyen de la fonction Z, (s) et de 
ses dérivées. 
Supposons que la fonction f(z) n’ait que deux poles x et y, d'ordre 
4 dans un parallélogramme de périodes, et qu’au voisinage de ces 


poles 
Ate Aaa hese 
fer he g tet ar yee see 
B, 
f(y +e)= eee - Br Pree LEA AN 
é € € €” Là 


on aura, K étant une constante, 


A, 
6 


r vy ' A " m 
| J (2) =K+A,2Z,(2—27)—A,Z, (s—a) +2, (s—x)— ~7Z,(=—2) 


(23) | 


6 fe (s — ¥). 


; Bs pr 
+ B,Z,(s— 7) — BZ) (s—y)+ a E FR gee 
En posant dans cette équation 


o= Cer es 


I 
Z,(3—2)=-+ be + bye? +..., 


by (8 — ae — =F Oy 3 Bet 
aoa 2 à 
Z\(s—2)= +608 +..., 


" OT 
Z\(s—#)=— + Gbs+..., 
L(s—ÿ)=(z-y)+eli(e— y) +... 
= L+ez, +..., 


et égalant les termes indépendants de <, on aura 


Bs 


(24) RSA PAS BA BE BZ, BZ) — 
2 


HE à 
JE isi be 
1+ =| Ly. 


TION DIFFÉRENTIELLE. on 


u=u(s)= le (se) Uses ooo Pt | 


E > P > D" 


we+reets=y-+te, et A les quantités R, R’, R’, MD: 


| AG, * ; ; 2 % pe : Meee he 
léter ninées par les équations (18), on obtient us | PAL ae 
ne BE x : io 


7 ; A : - \ t É ) 
iret ER EEE ER RTs) de, 8 Sol aaa 


2 


. u(y +e)=— A+ R—Re 4+ Re IR. oe 


a 
A = = 


| | > 
lesquelles on déduira, comme précédemment, 


~ ee 
u(r+e)= CREER Ie 


e? € 


2 
iG ete nn Le 


+ 9AR’+ R?-+ : = ‘ 


A 3AR Mr: 
= — 


W(z+o= G+, + 2A?R’+ 6ARR'+R°+..., 


L - Et iy 2R! | , : ; 4 
ee Fe Ae Re BARRE Ro. | À 


= = €? = € 


+ FAR | 4AR'+ 6 A? Lie 2A$R'"+12A2RR'+4ARS 


Se e? i ie € 
” + 2A°R"+ 6A? (RR'+ R°?) +12 AR?R’+Ri+..., 6 
AP FAIR LASR+ GAR? D 2ARIaARREEGAR | 
eee lee eC 
aS + 2A°R+ 6A2(RR'+ RB?) +12 AR?R/+Ri+. 


- 


A? 2 AR! able 


u"?(x +e) = SE Re are: 


ARAAR ra 


et 62 


u(y + s)= + R?—AR"+.. 


dus on i 
D: 


7 7 _ | . 
Ae cf = SA 2 7 ne w $ ; in 
/ i es = at, à na: ee 
a ee A à set ' NE af 
po 


‘ne Pre: 1th 
DEAN ES UREN Co RE re 
En appliquant maintenant les formules (23) et (24), on ob 
ia oe + TL à à et Le | Bet ri ve 
= . : ee + in 
PSK, + ABZ, (2—2)- AZ G2) k 
É — 2 ARZ,(5 — y) — AZ (5 — y), | | 
. 8 | 1 Mars. ’ a. 
w= K,+-(3A?R!+ 3AR*)Z,(s — x) — 3A*RZ{(s — 2) + Zi) 
. UE ay Se Es . 
— (BAR! + 3AR?)Z,(s — y) — 3A*RZi(s — y) — > Zi — 7), | 


ub= K,+ (2 A?R" +12 A?RR’+ GAR?®)Z, (3 —x) 
aR 2 ARR + GARYZ (y) 

. ; —(GA®R! + 6A2R?) Zi(s — x) + 2A*RZ(3 — x) 
| . —(4ASR' + 6A?R?) Z'(s — y) —2ARZ/(:— y) 
An — }A#Z (3 — x) 


‘ — HAE (3 — 7), 
"A ’ du\? | ” AR'7 Kp j ) =. A gt LAS vr) 
(S$) =Ko—aan Z,(5— x) +2 (ZT 6 1 


~ “At mt 
+ 2AR'Z, (3 — y) + 2AR'Z)(s — y) — Zi —y) 


K,— 2AR’+ R?+ A?06,+ 2ARZ, + ACL) 


Le le | K,= 2A°R’+ 6ARR'+ R°+ 3A2R 4, + (3A2R' + 3AR?)Z, 
| | +3ARZ +7, 

Es Ki 2 AR + 6A2(RRY+R") 4 12 ARR R*+ (4ASR'+ 6 A?R?) by 
AT | + A*bs+ (2A3R"+ 12 A2RR'+ 4AR3)Z, + (4ASR'+ GA?R?)7; 

| + 2A5RZ; + En 


| Ko= R'— AR"— 2AR'D,+ 42h, — 2 AR"Z, —2AR’Z) + pe 


ee. En substituant ces valeurs dans les deux membres de l'équation dif- 
one férentielle et ayant égard aux équations (5) qui déterminent les rela- 

tions entre les quantités R et les coefficients C, et à la première des 
mn. ” équations (18), l'identité des deux membres est évidente. Remarquons 
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encore que, d’après la méthode ingénieuse de Riemann, on sait que le 


i 4 2 fi A @! a 
coefficient de la partie imaginaire de = à une valeur positive ('). 
De la méme maniere, on peut traiter l’équation différentielle 

fad (du 3 à. 
(25) (=) = Co + Cyu+ Qu?+ Cu, 


En posant 


A, 
“EE Ds 3— ad, 
A, 13 
ED Ee: == =x | 


on serait conduit à une absurdité, à moins que B; = o. 
Supposons donc qu’on pourrait satisfaire à l’équation différentielle 


par 
A, 
oa > (24, )ù 


En suivant le même chemin que précédemment, on obtiendra 


ou 


AE CONS A 
et 
u—— AZ) (s— x), 


où æ est un infini du second ordre dans un parallélogramme des pé- 
riodes. 
Les relations entre les inconnues et les coefficients sont maintenant 


PE 
(27) (2019210; 


C,=124 (62 5b;), 
Co = 4A2(35 D; + 15 0,0, + bi). 


Au lieu de résoudre ces équations directement, nous déterminerons 


(1) KoENIGSBERGER, EU. Funct., I, p. 299. 
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les quantités @, o et æ d'une manière plus simple. En écrivant l'é- 
quation différentielle 

(G)= G?(u — a) (u—B)(u—y), 


dz 


on voit que + =o pour u=a,u—=f$ et u—7Y. D'autre part, on dé- 
duit de 
4 a 
u=— = Li(z — à), 


G: 


du . pe : 
que les valeurs pour lesquelles = = 0 satisfont a l'équation 


Z;(z — x) = 0. 


En négligeant des multiples de périodes, on aura 


; A) 
(28) s=AÀ,=2+ ra 
f &—+ ©’ 
Len Wem she pa . 
2 
où 
NP du sort 
GJ, V(u—a)(u— B)(u—y) sa 
re dit At 


GJ, VQu — œ)(u — 6)(u— y) 4 


3? 


I i du 3 oan 
G V(u —a)(u—6)(u—y) 
Des équations (28), on déduira 
(29) w= 2A,—2A4, d'=AAS eal, 


tandis que la quantité a sera déterminée par la condition initiale u=o 
pour 3 =o ou par l’équation 


(30) z= A,+A,— Aj. 
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On vérifiera, comme précédemment, que 
#4 u——AZ(z— x), 
A dans laquelle les constantes sont déterminées par les équations (27). 
& satisfait à l'équation différentielle (25). 
+ Revenons maintenant aux équations (19) et (27), et introduisons, 


= pour les résoudre directement, trois fonctions définies par les équa- 
: tions 
£ 


+ 20 a) : 
a 1,(s+ 2) = Z,(s), 
Se. 2 À 
2 2 a TEE 8 
2 (31) ( (s+ 2) =——+2Z(s), 
+ OF) G) 
4 ue @ + 6) Ti 
ne: orl (: + = Se SS + TEE): 
#: 9 G) 
4 Ces fonctions, développées d’après l’équation (15), donnent les- 
L séries suivantes : 
Te TS T . Ons Css 
Dei ans {sin > 7 ; 
= @) a) @ o) a ON . 
ie gy tee Co gi 
T . 273% ipo 
(32) { Z(:) = 4=sin——- Ÿ 2 
& © 27n—1 21e kn—2 
1 1—2q COS —— +9 
TRES CE 
Z:(z) = 4 Sins D 1 
@) 6) Lu Le 2S a. 
taP.2g 9" COS og 
G) 
A En ajoutant les équations (15) et (32), on obtient 
(33) Z(:)+2(:)+2() + 4;(5) = 22;(25). 


Pour trouver encore d’autres relations, introduisons les abréviations 


S,(4) = Z,(4) + Z, (4) + Z(2) + Z3(4), 
S, (2) =Z, (5) Za(s) + Zs(5) Z(s) + Z1(s) Za(5) 

+ Ty (3) LC) + Las) La (a) + 2Z(2) Z(3), 
A S,(s) = Z,(s) (3) Z(s) + Z, (2) Za(s) Zs(5) 
= + Ty (s) (2) Lg (3) + Za (2) Z (2) Za(2), 
Be $,(2) =Z, (2) Z.(2) Z( 2) Z3 (2), 
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et remarquons que, d'après les relations 


wo é 
(2+ 2) =%a(=), ARE dre TE 
+2) = AG oy 6) 


=— — +2Z,(3), 


z,(2+ 2) =—E +20 
) 
) 


ÆT > + Z,(3), 
G) 


ay Ga SRE. © 
S(: +7 )=- Cas — TS, (2) + S:(3), 


G6)~ 

: ! te 2 1 

6) DIE res AR ey CE (=) 
al 3 — | = — 9 — SJ1(3) — Do (s D 3 (3 
S; ES 4 a 1 (5) 7 2(5) ; 

f T TL te Teg 2 

S, (:+5)= > §,(5) — — S2(5) —— S3(s) + §,(2) 
: 2 a)" 6)” % a) 


8S.(s)— 3832(s), 
833(5)— 482(4)8i(s) + $i(s), 
1192 S,(3) — 288 S,(3) 8,(s) + 240 8,(s) $?(s) 
— 22482(s) — 45 Si(z); 


ces fonctions sont doublement périodiques et possedent toutes les 


' 
‘i re 6) a . . 
mêmes périodes = Et = et les mémes infinis 


G) 


/ 


6) G) 
M— + n— 5 
2 2 


seulement les infinis de g(s) sont du second, ceux de (zs) et y(s) 
respectivement du troisième et du quatrième ordre. 


in développant, suivant le théorème de M. Hermite, ces fonctions 


ca a lly mags 


- 
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a au moyen de la fonction Z,(23) et de ses dérivées, on aura 
p(z)=L + 2A,Z,(25) 4A, Z,(22), 
}(s)=M + 2B, Z,(22) —4B,Z/(22) + 4B; 222), 
a BAL ym 
x (3) = N= 2C Z,(22) — 4G, Z,(23) + 4C; Z;(23) — 3 CLG); 


(39) 


“ 
74 


où À, B, C sont les coefficients des puissances négatives dans les 


séries 
oo Ay 
zi Oo Neg et Ag Se , 
< Baebes 8 
; veEl= a ea Bis. 
5 CRC x 
pe ee tint, , 
* £ E & 
A et L, M, N des constantes qu’on déterminera en égalant les termes 
2 indépendants de € après avoir développé les deux membres des équa- 
tions (34) pour la valeur s — €. 
= En posant 
| Z,(e) == + bye + be +... 
Z Z.(¢)= C,€+cC,63+..., 
A Le) == de+d3e?+..., 
£ Le) = EE He EE +..., 
Æ on pourra aisément déterminer les relations 
: (36) 36,=¢,+4,+ 41, 
J. 15 b,== C3 + dy + e3. 
£ En effet, en développant les deux membres de l’équation (33) ou 
2 2 Z,(2¢) —Z(e) = Ze) + Z(e) + Ze) —f(e), 


on obtient 
2 
3b,e+158,6+...=fl(o)e +f" 0) sar aS 


d’où résultent les équations (36). 
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On a done 


S,(2) = = + 4b,e + 16b3e+..., 


Se) = 30,4 (ad + cie+ die + 3b} +15b;)e +.. 


par suite, 
A, = — 3, A 0: A0 


et 
g(s)=L+12Z) (23). 
Pour déterminer L, on aura 


[p(z) —12Z) (23) zap = Ao — 126, =— 126,=L, 


d’où résulte la formule 


(37) 9 (4) = 88.(4) — 38} (s) =— 126, + 12Z)(25). 


. 
og 


Développons les deux membres de cette formule et égalons les 
coefficients de z?; alors on obtiendra une nouvelle relation entre les 
coefficients, dont nous aurons bientôt besoin. Cette relation est évi- 


demment 


(38) CyQy + C16 + Ay ey = 3( 5} + 5b;). 


Avec ette formule, on obtiendra les développements 


5 I 
Sie iy 4bye+16b56°+..., 


Se (¢) = 3b,+ (653 + 308,)e?+..., 
S; (¢) = (38? +15b3)e+..., 
S, (¢) = c,d, e,e7+-. ¢., 


Si(e)= 5+ 8b, + (160? + 32b;)e+..., 


1b 
Si(e)= + 7 + (4852 + 48b,)e-+..., 
6b 
S}(e)=4 + = t+ (960? 64) +2. 


« RAR Er RCE rt En à 4 À à 
SERED BAH ASS a ee 


NE + CRT EC ae ‘a cs 
AE EM de + Mr ch 
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par conséquent, 


B;= I, B= 6, B,=0, 1 = Oy 
C, =— 45, Cs = O, C, = 0, Cra; (ESS 
et 
Y(z)=M+ 47Z;(22), 
X(z)=N +1202/(23). 
Pour déterminer les constantes M et N, ona 
[Y(z)— 42,(22)1:=0—= Bo = M, 
[x (4) — 1204; (25) ]z-0 = Co — 720b,= N; 
done enfin 


(9) $(s)= = 883(z)—  482.(¢) 8, (s) +83 (5) = 42) (25), 


ho 
Bo) =— 7206,+ 1202) (23). 
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1 (z)= 11528, (s) —2888,(s)S,(z) + 2408, (2) $2 (s) — 22482 (s)—458$ (3) 


Démontrons maintenant comment les équations (33), (37), (39) 


et (40) peuvent servir pour résoudre les équations (19). 
En ajoutant les équations 


8S, (s) — 382(s) ——12b, + 12Z/,(23) 
et 
357 (s) =12Z7 (25), 
et divisant par 2, on obtiendra 


(41) 4S:(z) = 6[Zi (25) +Zi(23) — di]. 


De même, en ajoutant les équations 


8S3(s) — 482(4)Si(s) + Si(s) = 42; (25), 


48, (2) [882(4) — 38? (2) 122, (25) (2, (22) — 8,1, 


2Si(e) = 44;(25), 
etdivisant par 4, on aura 


(42) 2S3(s) = Zi (24) + 3Z,(22)[Z, (22) — bi] + Z} (23). 
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Enfin la somme des équations 
11528,(s) — 2888,(3) Si(3) 
+ 240S,(2) S2(3) — 22482(3) — 4587 (3) —— 720b;+ 1202) (23), 
36S, (s) [883 (sz) —4S2(s)8i(s) + Si(z) = 288Z,(23)Z; (25), 
[6483 (s) — 488.(2)Si(s)+ gSi(s)]= 504[Z, (25) — & J’, 
g83(s)[8S2(s)— 38i(s)]= 432 [Z, (25) — b,]Z} (22), 
39i— 7245 (25), 
divisée par 72, donne l’équation 
(43) ig Scr opr ne i 


Les équations (19) peuvent donc s’écrire 


G= 1648, (27), 


’ 


ou, en introduisant les constantes «, Le à 


G= ne 
—G@(a+B+y+8)= 8, Es" 


G*(aB + ay + ad + By + Bd + yd) =48,(=>*), 


— G?(aBy + a8 + ayd + Byd) = SA (27), 


G’ aByd — 16A?S, en) 


+9[Z (25)— 6, 2-+62Z2(23)[Z) (23) —b,]+Z$(23)—10)3. 


al 
a 


ca 
Le se 
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De ces équations, on déduira aisément 
2 MT I : Es 
+ Jina A ) = gate ent 
2 — 2x 
p= GZ a (Za (A2— a) —Z,(A.— y)], 


mS 


a 
ze i ne A 2 
)= gl A,— ©)—Z,(A,—y)], 


E ee gal rated 
i 


d’où résultent les équations (20). 
De la même manière, les équations (27) se réduiront à 


ET 
Y= — 


—G(a- p= 7) =4[Z,(0) + 2'(0) + Z;(0)], 
G? (a + ay + By) = 4A[Z, (0) Z'(0) + Z, (0) Z, (0) + Z'(0) Z, (0), 
— Gaby = 4 AZ) (0) Z'(0) Z; (0). 


La forme des seconds membres de la deuxieme et de la troisieme de 
ces équations se déduisent des équations (36) et (38), tandis que le 
second membre de la dernière équation se déduit de l’équation (43), 
en développant les deux membres de celle-ci et égalant les coefficients 
‘4 de z?. 

À Des équations précédentes, on conclura 


4 


h 
o=— aa (0) =— Ge Zi (A, — +), 
rs f 
guess AU (0) = — ge AA 2), 


4 


= (0) == EM — 2), 


3 d’où résultent les équations (28). 
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La méthode précédente montre comment l'hypothèse que nous 
avons faite sur la forme de l'intégrale conduit, d’une manière bien 
simple, aux fonctions Z et, par conséquent, aux fonctions 9 de Jacobi. 
Ajoutons encore que ce n’est point le seul avantage de cette méthode, 
mais qu’elle s’appliquerait également à l’intégration de plusieurs 
autres équations différentielles d’un ordre plus élevé. 


SUR L'ÉQUATION ADJOINTE | 


ET SUR 


CERTAINS SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, 


Par M. Éuize BOREL, 


ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


C'est Lagrange qui a le premier considéré l’équation adjointe à une 

équation linéaire donnée; il a montré que la relation entre les deux 
équations est réciproque et a fait voir comment l'intégration partielle 
: de l’une facilite l’intégration de l’autre. 
a Le but de ce travail est d’indiquer quelle est la signification géomé- 
a trique de l’équation adjointe et de ses principales propriétés, et d’étu- 
dier comme application les équations équivalentes à leur adjointe et 
certains systèmes d'équations différentielles qui s’y rattachent. 

Ces équations ont une certaine importance dans diverses questions, 
de sorte que les géomètres ont été naturellement conduits à les consi- 
dérer. Ce sont d’abord les équations d’ordre pair qui ont été rencon- 
trées dans la théorie de la variation seconde des intégrales simples. 
Jacobi en a donné les principales propriétés, M. Bertrand et Otto 
i Hesse ont aussi publié des travaux à ce sujet; mais tous ces auteurs 

ont laissé systématiquement de côté les équations d’ordre impair qui 
ne leur étaient d'aucune utilité. Ces équations d’ordre impair se sont 

présentées à M. Darboux qui en a fait une étude approfondie (Theorie 

des surfaces, Livre IV, Chap. V). Je renvoie à ce Chapitre pour tout ce 
| qui concerne la théorie analytique de l'équation adjointe et je me ser- 
4 virai, autant que possible, des notations qui y sont employées. 
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IE 


Dans un espace à x dimensions, # relations entre les 7 coordonnées 
(ou n-+1 coordonnées homogènes) représentent une surface an — 
dimensions que je représenterai par S,_x. Si4=n —1, les coordon- 
nées sont fonction d’un seul paramètre et nous avons une courbe; si 
k =n, un nombre limité de points; de sorte qu’il est naturel de con- 
venir que S, désignera une courbe et S, un nombre limité de points. 

Un plan est une surface dont toutes les équations sont linéaires; un 
plan P, est une droite; un plan P, un point unique. Le degré d’une 
surface S, est le nombre de ses points d’intersection avec un plan P, 
arbitraire. 

Au lieu de considérer les surfaces comme lieux de points, on peut 
les considérer comme enveloppes de plans P,_,. On est ainsi conduit 
à classer les surfaces suivant le nombre de paramètres dont dépendent 
les plans P,_, qui leur sont tangents. Dans le cas où le plan P,_, dé- 
pend d’un seul paramètre, il enveloppe une surface développable ; 
soit 
(1) Uy, dy Ug Hat... + Unlh Fl—=0 


l'équation du plan P,_,, les w étant fonction d’un paramètre 2; pour 
avoir son enveloppe, il faut adjoindre à l'équation (1) sa dérivée par 
rapport à 4 


£3) du, dun 


meee) eee TL n — 
AH nd Sot 

Les équations (1) et (2) représentent un plan P,_, qui est la carac- 
téristique du plan P,_,. Ces plans P,_, forment une développable A,_,. 
Mais nous pouvons ajouter aux deux équations précédentes la dérivée 
de l'équation (2) par rapport à 4 


du a? 
(3) ts En 
AR EN ER 


DE 0! 

Les trois équations (1), (2), (3) représentent un plan P,_, qui est 
analogue à un point de l’arête de rebroussement d’une surface déve- 
loppable dans l’espace ordinaire. 


‘ 
; 
: 
| 
) 
{ 


TUE 


ae. 


ants 
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La surface lieu des plans P,_, sera dite une développable A,_., et les 
plans P,_, sont osculateurs à cette surface, c’est-à-dire renferment 
trois plans P,_, infiniment voisins. Il y a une analogie parfaite jus- 
qu'ici avec ce que l’on sait des relations d'une courbe Pete avec ses 
plans osculateurs et ses tangentes (représentées ici par les plans P,_,). 


Seulement, nous pouvons continuer et prendre les dérivées successives 
des équations obtenues : 


du du 
ff 1 n 124 
(4) er wae. Ap n — 0, 
VE Se NO OR ID TO I 3 
d'u, dr-lu, 
(nr) tages ae Wp { 


Les & équations (1), (2), ..., (A) représentent un plan P,_, dont le 
lieu est une développable A,_;,,, et le plan P,_,(A<&) représenté 
par les À premieres coupe cette développable suivant # — A +1 plans 
P,,-, infiniment voisins. Les x équations représentent un point dont le 
lieu est une courbe, dite arête de rebroussement de toutes les déve- 
loppables considérées, et la développable 4,_;,, est formée des plans 
P,_, osculateurs à cette courbe, c’est-à-dire en renfermant n — # +1 
points infiniment voisins. Tous ces résultats sont intuitifs et, d’ail- 
leurs, faciles à vérifier par le calcul. 

Nous avons admis que les z équations donnent pour les a des va- 
leurs déterminées et fonctions de ¢. Pour qu'il en soit ainsi, il faut 
d’abord que le déterminant des équations ne soit pas nul; mais on sait 
qu'il ne peut l'être que s’il existe entre les x une relation homogène 
à coefficients constants de la forme 


(a) Ay Uy + Agllg +. + Ay Uy 0. 


. es 12 d: LA bs 
De plus, il faut que les dérivées = ne soient pas toutes nulles; or, 


ces dérivées sont déterminées par les équations 


| dx, AL» AFF 
un eee eae ide 

: du, dx, dun dx y à 
(2) dit dt. dt dt ; 


Ann. del’ Ee, Normale, 3° Série. Tome IX. — FÉvRIER 1892. y 


dau, AT, us 
ee rie 
Galan ae 
Ces équations donnent pour les dérivées des valeurs non toutes nulles, 
à moins que l’on n’ait | , "7 
d'u, da jth 


(R+1) re By ee hit ra D 20; 


Cette équation ne peut être vérifiée pour toutes les valeurs des æ qui 


vérifient les équations (1), te cs (x) que si l’on a 


du, 


"ht — 0, 


d’où l’on déduit, en intégrant, 


(b) biui+ bgtz +... + b,u, + RP 


La relation (a) étant un cas particulier de la relation (b), il suffit de 
tenir compte de cette dernière. Elle exprime que le plan donné passe 
par un point fixe, à distance finie ou infinie. Supposons, pour plus de 
généralité, qu'il renferme constamment un plan P,_;_, ; nous pouvons 
toujours supposer que les équations de ce plan sont en coordonnées 
homogènes 


t= 0, = 0, ..) Tr 0, Ln+1 — 0. 


On peut dire aussi que le plan donné est constamment parallèle à un 
plan Pure. = %=0),tet il aura une équation de la 
forme 

Uy Ly + Utah... + UpT,+1=0, 


a 


mé 


Lis » 
SUR L ÉQUATION ADJOINTE, ETC. 67 


les u n'étant liés par aucune relation linéaire à coefficients constants. 
En considérant les æ comme lés coordonnées d’un point dans un espace 
à & dimensions, cette équation représente un plan P,_, dont l’enve- 
loppe est une développable A,_, admettant une aréte de rebrousse- 
ment parfaitement déterminée. Les équations de cette arête de rebrous- 
sement sont 


Li 9,(6), La Da(t), te Tr Pa(t). 


Dans l’espace à x dimensions, ces équations représentent une surface 
Sn-x+, formée d’une infinité simple de plans P,_; contenant un plan 
fixe P,_,-,; c’est ce que nous appellerons un cône C5", Vindice su- 
périeur indiquant la dimension du plan multiple du cône; un eône 
ordinaire serait désigné par C} (il est inutile d’introduire la dénomina- 
tion de cylindre dans le cas où l'élément multiple est à l'infini, car 
nous nous plaçons uniquement au point de vue des propriétés projec- 
tives des figures), Les équations qui dans l’espace à # dimensions 
représentaient une développable A; représentent un cône dévelop- 
pable CE; formé des plans P,_4,;., osculateurs au cône C7", qui 
joue le rôle de l’arête de rebroussement et peut être appelé cône de 
rebroussement. L'expression cône développable n’est pas un pléonasme, 
car, dans l’espace an dimensions, un cône n’est pas, en général, une 
surface développable, c’est-à-dire dont les plans tangents ne dépendent 
que d’un paramètre; par exemple, un cône formé des droites passant 
par un point fixe et rencontrant une surface S, non développable n’est 
évidemment pas développable. 

Ces notions étant établies, il est facile d'étudier la transformation 
corrélative ou correspondance homographique entre les points et les 
plans P,_,. Il est clair que cette transformation fait correspondre aux 
points d’une courbe C non plane, les plans tangents d’une dévelop- 
pable A,_,, ou si l’on veut les plans osculateurs Il, d’une courbe 
gauche [. Aux points de I correspondent les plans P,_, osculateurs 
de C et plus généralement les plans P,_; osculateurs à l'une des courbes 
correspondent aux plans P,_, osculateurs à l’autre. Comme une courbe 
et les développables qui en dérivent sont données en méme temps ct 
qu’il n’est pas plus général de considérer la courbe comme lieu de 
points que comme aréte de rebroussencent d'une développable Ay, il 


“as 
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n’y aura aucun inconvénient à dire que les courbes C et T se corres- 


\ 


pondent. | 
Si la courbe C est plane et renfermée dans un plan P,, il correspon- 


A r n-k-4 : 
dra à ses points les plans tangents d’un cône développable Py)" eta 
ses plans osculateurs P,_, les plans générateurs du cône de rebrousse- 
ment [“-4-! de ce cône développable. 


u-k+4 
LA 


IT. 


Étant donnée une équation différentielle linéaire sans second 
membre, d'ordre », on peut lui faire correspondre une courbe dans 
un espace à m—t dimensions en regardant » intégrales distinctes 
de l'équation comme les coordonnées homogènes d'un point.de la 
courbe. La courbe attachée à une équation donnée est déterminée, 
si l'on ne regarde pas comme distinctes deux courbes transformées 
l’une de l’autre par une substitution homographique qui équivaut, 
comme on sait, à un simple changement de coordonnées. Mais à une 
courbe correspondent une infinité d'équations, car on peut dans une 
équation changer la variable indépendante, ou multiplier la fonction 
inconnue par une fonction déterminée quelconque, sans que la courbe 
correspondante soit modifiée. On peut aussi évidemment multiplier le 
premier membre de l'équation par un facteur quelconque. 

Il résulte des relations connues entre les solutions d’une équation 
linéaire et celles de l'équation adjointe (Dargoux, loc. cit., p. 103) que 
les courbes attachées à deux équations adjointes l’une de l’autre se 
correspondent dualistiquement. On pourrait prendre cette propriété 
comme définition de l'équation adjointe et dire que deux équations 
sont adjointes lorsque les courbes correspondantes sont corrélatives; 
cette définition aurait l'avantage de mettre en lumière le fait que la 
relation entre les deux équations est réciproque; mais, d’après ce que 
nous venons de dire, elle ne serait pas suffisamment nette, puisque 
l'équation correspondant à une courbe donnée n’est pas parfaitement 
déterminée. Il est donc nécessaire de la préciser un peu. 

D'abord, il est clair que l'on ne doit pas changer la variable indé- 
pendante, c’est-à-dire que dans les formules citées les w et les » sont 


ri 
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nécessairement exprimés au moyen de la même variable; il faut que 
deux points correspondants des deux courbes correspondent à une 
même valeur du paramètre dont dépendent les coordonnées. 

Cette restriction étant faite, il suffit de multiplier les premiers 
membres des équations qui correspondent aux courbes par un facteur 
convenable pour que ces équations deviennent adjointes l’une de 
l’autre. | 

On peut déduire facilement de cette définition géométrique la pro- 
priété analytique essentielle de l’équation adjointe. Considérons, en 
effet, le système d'équations différentielles 

GL ae. dr, 0 


— == ee =) dl, 
vy Pa Vn 


où les ¢ sont des fonctions données de ¢ et A une fonction indéter- 
minée de la même variable. Si nous considérons les æ comme les 
coordonnées d’un point dans l’espace à n dimensions, ces équations 
expriment que les tangentes à la courbe lieu du point x sont paral- 
lèles aux génératrices du cône C} 


XZ, Le nr 


01 V2 On 


Les plans osculateurs P,_, de la courbe sont, par suite, parallèles 
aux plans osculateurs P,_, du cône, de sorte que nous obtiendrons la 
courbe la plus générale cherchée en prenant l’arête de rebroussement 
de la développable enveloppe du plan: 


(1) Uy La + Ug%gt... + UnTn= U, 


u étant une fonction arbitraire de ¢ et u,, u,, ..., U, étant les solutions 


adjointes des ¢. 
Les x sont déterminés par l’équation (1) et les suivantes : 


du, du, du 
et) Ay os SC Sa — > 
Ae op Alt di 

(2) Re Ter oi dur males see soiree ; 
GITE GENE LA 
ppt Xx, + Gil Ot ies LE PTE 


Ce sont des fonctions linéaires de u et de ses dérivées jusqu à 


: 7% 7 
(aca nko, out calculer if valeur de à, 
| des équations (2) et sale les | ae par leurs vale 


Luis then J 
dll bo Guta a" vo) 
(3) se Sap a Oe an Se A gar He ee 


En éliminant les æ entre les équations (1), (2), (3), on obtient 


ela NC ral NT 
dt" dtr—1 


à | Si l’on pose 


J(u) sera de la forme 
d'u 


Des du 
Le r f(u) Shot +h oe ++ 


et il résulte de son expression même, sous forme de déterminant, que 
c'est l’équation linéaire qui admet pour solutions w,,u,, ...,U,. D'après 
ce que l’on a vu, = f 9; f(u) est une fonction linéaire de u et de 

na ses dérivées jusqu’à l’ordre n — 1. D’ailleurs, les fonctions des w, qui . 
entrent dans x; s’exprimeront nécessairement au moyen de 9; et des 
coefficients de Péquation linéaire (uw); cela résulte de ce fait que, 
“ étant indéterminé et l'intégrale fe 9; f(u)s PARIS sans signe de 


quadrature portant sur u ou ses dérivées, elle s'exprime complètement 
sans signe de quadrature. 


On voit ainsi que, de la définition géométrique, on peut déduire la 
propriété fondamentale de l'équation adjointe et même la valeur du 


= 
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facteur par lequel il faut multiplier le premier membre de l'équation 
linéaire en w pour que son produit par une quelconque des quantités ¢ 
soit une dérivée exacte. Cela résulte de l'expression de A,. 


III. 


Cherchons maintenant à quelle condition une équation d’ordre n 
est équivalente à son adjointe. D’après ce qui précède, la courbe 
attachée à l’équation doit être corrélative à elle-même; si nous dési- 


_gnons par x les coordonnées de ses points et par w les coefficients des 


équations de ses plans osculateurs P,_,, on doit avoir 
(1) = > arts (DH, 0): 


_ De ces équations et de la relation identique 


n 


SM u;2;= 0 
U L ? 
1 


on déduit ; 
n n 

® =D Dore Oo. 
4 4 


Il faut observer que ces calculs ne sont légitimes que parce que, 
suivant une remarque déjà faite, les w et les x sont fonctions d’une 


même variable indépendante. 
Pour que la forme quadratique + soit identiquement nulle, il faut 


que l’on ait 


(2) a0, Gi dpi O, 


c’est-à-dire que le déterminant des a soit un déterminant gauche. Ce 
cas ne peut se présenter si » est impair, car ce déterminant doit être 


essentiellement supposé différent de zéro. 
Je m’occuperai plus loin du cas où, # étant pair, on a les rela- 


tions (2). 


» 
ke À 
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| Supposons donc d'abord que + n’est pas identiquement ul, € 
sons GENE des relations 


n 


ad’ x; bg 
Die =2 


1 


na 
d'u; 
D: ot dh cla 


1 


(A= 0, 1, By 6 ny near 


En ajoutant ces équations membre à membre et remplaçant les u — 
par leurs valeurs (1), on a : 


- 7 LA . do d! Ti — 
i ) à OX; dti EX 
| 


Ch SOP Tam eo 


En comparant les systèmes d’équations (3) et (5) et pa. 
que les déterminants formés avec les dérivées des 2 ne sont pas nuls, 
puisque les x sont des solutions linéairement indépendantes, on obtient 


DO tay |: Bo we U Li + Ug Xo+.. po Une Don 
PARA dps DS pds à ag. 0 ee ee 
dg — I ap IT Dee 

Ox, OX, OXLn Ox, Ox Ln 


La dernière égalité résulte de l'hypothèse que + n’est pas identique- 
ment nul. On a donc 


0 
(6) i= 7 ae 
et, par suite, 
Aix = Ai. 


La courbe considérée est située sur la surface du second degréQ,_, 
représentée par l'équation 9 =o et son plan osculateur P,_, estle plan 
tangent a la surface; nous dirons que c’est une ligne asymptotique de 
la surface. 

Nous sommes ainsi conduits a étudier les surfaces du second degré 
à un nombre quelconque de dimensions; cette étude qui présente a 
l'intérêt par elle-même a déjà fait l'objet de plusieurs travaux [voir 
notamment C. SEGRE, Studio sulle GUAE Ta (Memorie della reale Accade- 
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mia di Torino, serie seconda, t. XXXVI)]. Mais comme elle est étran- 
gère à la question qui nous occupe ici, je me bornerai à énoncer les 
résultats principaux qui me seront nécessaires, dont quelques-uns 
sont peut-être nouveaux, mais qui sont tous faciles à vérifier. 

Je me borne au cas des surfaces dont le diseriminant n'est pas nul, 
car les propriétés des cônes s’en déduisent facilement. 

Les surfaces d’un nombre pair de dimensions Q,, (qui sont les sur- 
faces les plus générales dans un espace à 27 + 1 dimensions) admet- 
tent deux systèmes de plans générateurs P,. Ces plans P, se corres- 
pondent à eux-mêmes dans une transformation par polaires réci- 
proques. Deux plans P, d’un même système ont en commun un plan 
P,,-2, et deux plans de systèmes différents un plan P,_,3,, (4 étant un 
entier quelconque tel que n — 2k ou nr — 24 +1 soient positifs ou 
nuls). Il en résulte que deux plans générateurs infiniment voisins (qui 
appartiennent nécessairement au même système) ne peuvent avoir en 
commun qu'un plan P,_, et jamais un plan P,_,, et, par suite, ne peu- 
vent être osculateurs à une même courbe gauche. On reconnaît une 
grande analogie avec les quadriques de l’espace ordinaire, et l’on peut 
prévoir que ces surfaces n’ont pas d’autres lignes asymptotiques que 
des courbes tracées dans leurs plans générateurs, ce qui ne correspond 
à rien pour les équations d’ordre pair équivalentes à leur adjointe. 
Donc, pour ces équations d’ordre pair, on est toujours dans le cas 
où © est identiquement nul et que nous examinerons dans le para- 
graphe suivant, la fin de celui-ei étant exclusivement consacrée aux 
équations d’ordre impair. 

Les propriétés des quadriques Q,,,, sont en effet tout à fait diffe- 
rentes; ces surfaces possèdent un seul système de plans générateurs P, 
et à ces plans correspondent, dans une transformation par polaires ré- 
ciproques par rapport à la surface des plans P,,, générateurs de la 
surface au point de vue tangentiel, c’est-à-dire tels que tout plan P.,., 
les renfermant soit tangent à la surface. 

_ Les lignes asymptotiques de ces surfaces sont caractérisées par le 
fait que la développable correspondante-est transformée en elle-même 
par polaires réciproques; à leurs plans osculateurs P, correspondent 
leurs plans osculateurs P,,,; comme ceux-ci renferment les plans P, 
correspondants, ce sont des plans générateurs tangentiels et les plans 
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P, sont générateurs ponctuels. Réciproquement, si une ligne Si 
sur la surface a pour plans osculateurs P, des plans de la surface, c’est 
une ligne asymptotique, car la développable Ane formes de ces plans 
P, admet comme plan tangent en tous les points d’un plan P, le dee 
P,,, générateur tangentiel correspondant (cela résulte de ce qu’elle 
est sur la surface); par suite, elle se correspond à elle-même par po- 
laires réciproques. . 
Cherchons à traduire analytiquement ces résultats. Il est évident 
que, Si @,, Tps eee Un sont les coordonnées homogènes d'un point 


AL Az. aL, : , : 
ils 1, 2,..., = sont les coordonnées d’un point de 
d’une courbe, ue AUS JT p 

dx dx x à » j 
la tangente ; ve ress sr les coordonnées d’un point du plan oscu 


“y pay. a” s, ad* x, Le 
lateur P,; et, d’une manière générale, 27, --+» 7 les coordonnées 


d’un point du plan osculateur P,. 

Par suite, dans le cas d’une équation d’ordre 27 + 3 à laquelle cor- 
respond une courbe tracée sur une surface Q,,,,, puisque les plans P, 
osculateurs de la courbe sont sur la surface, si l'on pose, pour abréger, 


2a Oy, Eee O( x4, Va, sary Len+3) = o(2), 


dx ad" x 
Gig) 220, (Ge =o Pl) =O 


C'est-à-dire que la relation quadratique vérifiée par les intégrales 
subsiste quand on les remplace par leurs dérivées jusqu'à un ordre dé- 
terminé. Ce résultat a déjà été énoncé par M. Darboux (Loc. cit.); mais 
les considérations géométriques par lesquelles nous l'avons obtenu 
nous permettent de démontrer facilement la réciproque et surtout de 
la généraliser. 

Si 22 + 3 fonctions et leurs dérivées, jusqu'à l’ordre z inclusive- 
ment, vérifient une même relation quadratique homogène à coefficients 
constants, ce sont les solutions d’une équation d'ordre 27 + 3 équiva- 
lente à son adjointe. En effet, ces équations expriment que la courbe 
est tracée sur une surface du second degré, qui renferme aussi un 
point de sa tangente en un point quelconque, distinct du point de con- 
tact. La tangente est donc tout entière située sur la surface puisque 


on à 


SUR L’EQUATION ADJOINTE, ETC. LE 


celle-ci est du second degré; et l’on voit qu'il en est de même des 
plans P, osculateurs à la courbe; celle-ci est donc une ligne asympto- 
tique de la surface. On obtient ainsi l'intégrale générale d’un système 
particulier d'équations différentielles. [1 est évident que l’on pourrait 
prendre aussi une courbe située dans un plan générateur de la sur- 
face, c’est-à-dire établir entre les a des relations linéaires à coefficients 
constants telles que l’équation &(x) = o soit vérifiée identiquement ; 


il en est alors de même de (re) =o quel que soit #; mais cette so- 
lution est peu intéressante. 

Proposons-nous de généraliser ce résultat et de chercher à intégrer 
sans quadratures un système d'équations de la forme 


o(æ)=0o LE ae — 
- ry) == OF 9 at = 0, ..) 9 We 10, 


où © est une forme quadratique à coefficients constants des x va- 
riables æ,, æ,, ..., æ, (à discriminant différent de zéro). Il résultera 
de la solution même que, si le nombre entier # est supérieur ou égal à 
n ’ : À 6 BS : À : 

> — 1, ces équations ne peuvent être vérifiées qu’en établissant entre 
les æ des relations linéaires à coefficients constants. Laissons de côté 

. . . . It 

cette solution banale qui existe toujours et supposons donc 4 <= — 1; 


les équations expriment que la développable A;,, formée des plans P, 
osculateurs à la courbe cherchée est située tout entière sur la surface 
du second degré Q,_,, représentée par l'équation 9(x) =o. 
Considérons un plan P,_, tangent à Q,_, en un point M; ce plan 
P,_, coupe A,., suivant une développable A, et la surface suivant un 
cône C°_,; considérons le cône développable qui a pour sommet le 
point M et qui renferme A,;, et coupons ce cône et le cone C,_, par un 
plan P, ,; nous obtiendrons une quadrique Q,_, et une développable 
A’ située sur cette quadrique. Réciproquement, soit A, une dévelop- 
pable située dans le plan P,_», et C une courbe tracée sur Q,_, et dont 
les tangentes rencontrent l’arête de rebroussement de A,; la dévelop- 
pable A,,, correspondant à C sera située-sur Q,_,, car les plans P; os- 
culateurs à C sont déterminés par un point de la courbe et le plan P,_, 
formant A,. Nous pouvons donc ramener le problème considéré à celui 
où & est diminué d’une unité et 2 de deux unités; pour # — 0, nous 


76 ÉM. BOREL. 


. . « ue LE 
avons une courbe qui n’est assujettie à d'autre condition que d’être 
tracée sur la surface, qui est alors une quadrique Q,-24-23 et l’on a | 


n—2k—2>0, 
puisque 
n 


Pour achever la solution du problème, il reste à faire voir comment on 
peut déterminer sur une quadrique une courbe dont les tangentes 
rencontrent une courbe donnée T dans un plan tangent de la qua- 
drique. Le problème ainsi posé exigerait, en général, des intégrations; 
mais il faut remarquer que la courbe donnée n’est pas parfaitement 
déterminée, mais assujettie seulement à se trouver sur le cône C; qui 
a pour sommet le point de contact M du plan tangent, et pour base 
l’aréte de rebroussement I” de A; il suffit alors de déterminer un 
cône PF? de sommet M, et dont les plans tangents P, renferment les 
génératrices de C?; l'intersection de LŸ avec la quadrique est la courbe 
cherchée; le problème s’effectue ainsi sans quadrature, et il s’intro- 
duit une fonction arbitraire dans la détermination de I. 

I] est facile de traduire analytiquement cette méthode; nous pou- 
vons supposer l'équation de la quadrique ramenée à la forme 


O( X41, Loy se. Lng) + Lap Ta= 0; 


x, =o est alors un plan tangent, et 2, —2,=...=2,.=2,=0 les 
coordonnées de son point de contact; on connait l’arête de rebrousse- 
ment I” dune développable A; située sur la quadrique : 


CE ACT RÉ ERs Pee Os DA 0, Dh 0, 


Cle Dane 6st 1Cl PRET à 

Soient a,, &,, ..., Ap_»2 les coordonnées de I’; l’arête de rebrousse- 
ment T de A, aura pour coordonnées a,, ay, ..., Datei Ogi OF, bee étant 
une fonction arbitraire. Il faut déterminer une courbe tracée sur Dr 


et dont les tangentes rencontrent cette aréte de rebroussement F: en 
faisant æ, =1, cela revient à intégrer le système 


ey ax, dx, me ae AX n—2 is AL y--1 
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auquel il faut joindre l'équation 
(2) D (Ti, Lo, 63 +9 pcg) À Ph 0! 
I suffit pour cela d'intégrer le système 


dx, AX» AD 
one pa No) 
ay a An—2 


ce que l’on sait faire (en introduisant même une fonction arbitraire ); 
x, —, est alors déterminé par l’équation (2) et b,_,, qui est arbitraire, 
est exprimé au moyen de la fonction arbitraire que l’on a introduite; 
on peut ainsi résoudre le probleme pour des valeurs quelconques de 
k et de n, en partant de la solution évidente pour les valeurs o et 
n— 2k. 

Dans le cas on = 2m+3 et k=™m, cette méthode permet de dé- 
terminer de proche en proche sans quadrature l’expression générale des 
solutions d’une équation d’ordre 2m + 3, équivalente à son adjointe 
(ou, si l’on préfère, les lignes asymptotiques d’une surface Q,,,,, )- 
M. Darboux a donné déjà la solution analytique de ce problème par 
des formules plus symétriques que celles qui viennent d’être établies. 
On peut, d’ailleurs, simplifier un peu la solution indiquée et se don- 
ner directement la courbe l'; il est, en effet, possible de démontrer 
que, dans ce cas, l’on obtient le cône Len transformant la courbe P 
par polaires réciproques par rapport à la surface; la fonction que l’on 
se donne alors arbitrairement est celle qui était désignée par 6,_,; cette 
dernière méthode a l’avantage de bien montrer pourquoi la solution 
finale s'exprime sans quadrature, puisqu'on n'effectue jamais que des 
différentiations et des éliminations. 

11 y a d’ailleurs d’autres cas dans lesquels on peut introduire des 
simplifications à la méthode générale, qui a surtout l'avantage de 
montrer la possibilité du problème, mais qui conduirait souvent à des 
calculs inextricables. Avant de donner un exemple des simplifications 
qui peuvent se présenter, je ferai une courte remarque. II résulte de la 
forme même des équations, et aussi d’ailleurs de leur signification 
géométrique, que les valeurs de æ,, æ,, ...,x, peuvent être multipliées 
par une fonction quelconque. Il en résulte qu'en donnant une forme 
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convenable à cette fonction arbitraire, on peut exprimer sans signe de 
quadrature fædt, fædt, “SE fx, dt, c'est-à-dire, si l’on veut, con- 


sidérer le système 


d antly Me 
(2)=e 9 (Te — 0; 


~ 
: 


en posant 


Je vais maintenant, comme application, intégrer le système 


EE EE Me 


19 


> 


dz? + dy? + ds? = dx} + dy} + dz}, 


dont il est inutile d’indiquer la signification cinématique simple. 

D'après ce que l’on a vu, cela revient à chercher sur une quadrique 
Q, les courbes dont les tangentes sont sur la surface. Les quadriques 
Q, ont des plans générateurs P,; deux plans générateurs de systèmes 
différents ont en commun une droite ou bien ne se rencontrent pas; 
deux plans générateurs d’un même système ont en commun un point 
et un seul. Considérons les plans générateurs de l’un des systèmes qui 
passent par les tangentes à la courbe cherchée; il est clair que deux 
de ces plans infiniment voisins ont en commun le point de contact. 

Inversement, si l’on considère un plan générateur dont l’équation 
dépend d’un paramètre, deux plans infiniment voisins, qui appartien- 
nent nécessairement au même système, ont en commun un point, et 
le lieu de ce point est une courbe à laquelle les plans sont tangents 
et dont les tangentes sont, par suite, sur la surface. 

Appliquons cette méthode; l'équation d’un plan générateur est 


Br Diy EE (YY) BE TEE 
J—Yi=a(s+3)—c(r+ x), 


5 — = V(@+ x) —a(y+ yi). 


Nous Supposons que a, b, c sont fonction d’un paramètre 2. L'inter- 
section de ce plan avec le plan infiniment voisin est déterminée par les 
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équations 
de db 
(y +71) oF — (3 + 3;) an” 


; da de 
(zs + 31) tir 2) di — O, 
db da 
Pt Bi) FN V1) a =O 
qui se réduisent à deux, comme cela était évident d’après les proprié- 


tés des plans générateurs. Nous satisferons à ces équations en pre- 


nant 


PER TES da Eee READ ; DELA 
p DT) HORMIS p(s+a)=2 


et nous aurons alors la solution du système proposé par les formules 


east db 5 À PAL db_ dé 
ee de ae ei adh Gade 

db dc da db dc da 
Beare EE TA I ae SRR: Fie aS? di. 
ee ta ob 
sine STD Cae RAO eee) dt di 


co, a, b, c désignant des fonctions arbitraires de ¢. 

On peut d’ailleurs expliquer facilement ces résultats par la Géo- 
métrie ordinaire. 

Considérons, en effet, x, y, =, æ,, y,, =, comme les coordonnées 
d’une droite; cela est possible, à condition de choisir comme forme 


fondamentale 
DH +s— vi— yi—si=o. 


On peut d’ailleurs exprimer x, y, 2, 2, y,, =, au moyen des coor- 
données de Plücker par les formules 


T— @,=X, LE til, 
Wen Set a oy ti M; 
o— 5,2, S+ 5,—=N, 


de manière que la forme fondamentale devienne 


LX + MY+ NZ=0. 


_ satisfaisant à ces équations en prenant les coordonnées plûckériennes, 


et nous aurons : à 1 
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ia ee Os 
ALUX + MAY + dNdL = 0. "a , À Fe 
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On obtiendra donc les valeurs it: ana AL de L, M, N, xX, Y, Le 


ie 


de la tangente & une courbe gauche arbitraire. 
Désignons par 2%, 28, 2Y, 20 les coordonnées homogènes de la 
courbe gauche, nous prendrons 5 


X—2(dx — ad),  L—2(}8—67"), | | 
Y= 2(66'= 60"),  M=2(ay — yo"), | 
: L=a(dy'— 70"), N=2(Ba'— af"). a 


xa! — ad! + yp’ — By’, Zi = — da! + ad’ + yB’— By’; 
7 = 80'— Bo'+ ay — ya, > i= OB BO ay — yes 
3 = dy’ — yd + Ba'— af’, 3, = — dy'+ yd + Ba'— af’. 


Pour rendre ces formules identiques à celles que l’on a déjà don- 
nées, il suffirait d’y faire reat 


Iw | 
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Les quantités «, 8, y, à, qui s’introduisent ici naturellement, ont 
d’ailleurs une signification cinématique très simple; si l’on fait rouler 
la courbe lieu du point +,, y,, z, sur la courbe lieu du point ore 
les deux courbes étant rapportées a des axes de méme origine, on peut 
définir le déplacement en donnant les cosinus des aye que fonta 
Sy hs instant les axes mobiles avec les axes fixes. Les quantités a, 8, 

, à ne sont pas autre chose que les variables d’Olinde Rodrigues, au 
La desquelles on peut exprimer rationnellement les neuf cosinus. 
La conception de la géométrie de la droite, comme étant la géométrie 
d’un point sur une DEN Q,, est trop connue pour que je juge 


utile d’insister sur l'identité parfaite des deux méthodes géométriques 
employées. 


NN A 
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Revenons maintenant aux équations équivalentes à leur adjointe. 
Nous avons examiné le cas où la forme que nous avions désignée par ¢ 
n'est pas identiquement nulle, et constaté que la recherche des équa- 
tions correspondantes se ramenait à celle des lignes asymptotiques 
de la surface du second degré ¢ = o. Nous avons vu que les équations 
que l’on déterminait ainsi étaient nécessairement d’ordre impair et 
montré géométriquement comment leurs solutions s’exprimaient com- 
pletement sans signe de quadrature. Dans le cas des équations d'ordre 
pair, auxquelles nous arrivons maintenant, la forme + est, par suite, 
toujours identiquement nulle, et la méthode ne s'applique plus. 

Néanmoins, il y a entre les deux cas une certaine analogie; la mé- 
thode employée dans le paragraphe précédent avait pour base la trans- 
formation correlative par rapport à une surface du second degré ; dans 
le cas où le déterminant des a; est symétrique gauche, les équa- 
tions (1) définissent encore une transformation corrélative, mais par 
rapport à ce que l’on peut appeler un complexe linéaire. C’est, en effet, 
une corrélation telle que le plan correspondant à un point donné ren- 
ferme ce point, car on a identiquement 


à UjX;j— 0, 
en vertu des relations 


LT 
“j= >: Aik ky dirt ahi = 0. 


L’équation du plan correspondant à un point y est 


ou 
DD antrirr Tr i) SO: 


On peut, en laissant de côté les cas singuliers, ramener cette forme 
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bilinéaire à la forme canonique — 


Le : Pr ; ' 
PP DRE S (zi Turi— Puri Yi) = % PRET ue 


t=! 


rs en supposant le nombre des variables égal à 2n. Les équations de la 5, 


‘ si 


transformation sont alors , | ” Sa 


‘ 


: i as ie Un+i XH : 
| l'E serie 
a"? uj —— Tri 1 
. ; re 
où | = Par cette transformation à tout plan P, correspond un plan P,,_:_4. 


RE Je dirai qu’un plan P, appartient au complexe (#£n —1), s'il est ren- 
= | fermé dans le plan P,, .-, correspondant qui sera dit lui aussi appar- 
gs, = tenir au complexe. D’après cette définition, tout point P, appartient 
SN ts | au complexe, car le plan correspondant P,,,_, passe par P,. Les droites 
‘o passant par P, et appartenant au complexe doivent être dans le plan _ 
P,,-2, car le plan correspondant à l’un quelconque de leurs points 
doit passer par Dy; cette condition est d’ailleurs suffisante. On voit 
| facilement qu’il y a des plans P,_, qui se correspondent à eux-mêmes ; 
TES pour qu'un plan P, appartienne au complexe, il faut et il suffit qu'il 
soit dans l’un de ces plans P,_, (si l’on a À < n—1) ou qu'il renferme 
. un de ces plans (si A >>n —1). On peut d'ailleurs trouver facilement 
les équations de ces plans P,,_,. 
Soit, en effet, un plan P,,_, 


Hy = Ay, Lori + AyCnyat...+ Ain Lons 


of \ Los = A 


12 


2 C++ Az, Ln+o +... + Gan Lan, 


By Any Lazy Any Ln+9 +. + Ann Lan: 


4 


On obtient les équations du plan correspondant en remplacant 
LX, ...X, par ces valeurs dans l’équation 


> (Li Yn+i— Ln+i Yi) = 0, 


et en égalant à zéro les coefficients de x,,,, Densievenitsee (IH GDE ENT 
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M1 = 81 Yn+i + An nt +... + An Vans 
V2 = Bie Vn+1 Se Ra Do Grd ke Cad == Ane Vans 


Yn— din Ÿn+1 À Ban Vn+2 Sa aie ar Ann Vane 


Pour que ces deux plans coincident, il faut et il suffit que aj = ay; 
ce que l’on peut exprimer de la manière suivante : © étant une forme 
quadratique quelconque à coefficients constants des » variables SEE 
D...) les équations 


Hits (RTE OP) 


représentent un plan P,_, du complexe. Ce sont ces plans qui jouent 
le même rôle que les droites dans le complexe à trois dimensions. 
Nous sommes maintenant en état d'interpréter géométriquement 
les équations différentielles auxquelles nous avions été conduits. Ces 
équations étaient les suivantes 


= 


Comme nous considérons ici un espace à 27 — 1 dimensions, cette 
équation a lieu pour =o, 1, 2, ..., 22 — 2. D'après les formules 
_ déjà écrites © 


lj = Ln+i) Un+i = — di (E—1,2,...,n), 


ces équations s’écrivent 


n 
= ke ke 
à Cie a’ x; 
> : eS "| — 0 ne Con 0). 
(2: dt® n+i dt” (A oN ? ) 
1 


Elles expriment que le plan correspondant au point æ dans le com- 
plexe passe aussi par les points 0 esta dire est 
| HA apna 

le plan osculateur de la courbe au point considéré. 

Par conséquent, nous sommes ramenés au problème de Géométrie 


suivant: Trouver les courbes telles que leurs plans osculateurs P,,_, en 
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chaque point soient les plans -correspondants a ce point dans le com- 
plexe. ; 

On voit, par des raisonnements absolument identiques à ceux qui 
ont été faits pour les surfaces du second degré et leurs lignes asympto- 
tiques, que pour caractériser ces courbes il suffit de dire : ou bien 
qu’elles se correspondent à elles-mêmes par polaires réciproques par 
rapport au complexe, ou bien que leurs plans osculateurs P,_, sont 
les plans P,_, du complexe. 

Le problème de la détermination de ces courbes est résolu pour 
l’espace ordinaire (x = 2), et l’on sait que les courbes, dont les tan- 
gentes font partie d’un complexe, ont pour plan osculateur en un point 
le plan focal de ce point. On sait obtenir ces courbes sans quadra- 
ture; mais si l’on cherche à généraliser l’une des méthodes qui les 
donnent sans quadrature, on obtient non pas les courbes que nous cher- 
chons, mais des surfaces S,_, dont les plans tangents P,_, sont les 
plans du complexe; en désignant par © une fonction quelconque homo- 
gene et du second degré de æ,,,,æ,:»,..., æ,, Ces surfaces sont repré- 
sentées par les équations 


Ti 99 > 
OX n+ 
ahs ac ato ST > 
iy REE 
x OX n+ k 
nS A ee ; 
tee, 
Lin 


Ce sont ces surfaces qui sont la véritable généralisation des courbes 
dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire. Si 9 est une 
forme quadratique, les équations représentent un plan P,_, du com- 
plexe. 

Ces surfaces S,,, jouissent de la propriété de se transformer en 
elles-mémes par polaires réciproques par rapport au complexe; les 
. à QC 2 Q : 
courbes que l’on cherche ne sont pas autre chose que les lignes asym- 
ptotiques de ces surfaces, c’est-à-dire les lignes telles que leur plan 
or P,_, soit tangent à la surface. Mais il ne semble pas que 

on puisse arriver en suivant cette voie, qui était une généralisation 
naturelle de ce que l’on sait faire dans le cas de trois dimensions, à 
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une détermination simple des courbes cherchées. Il est dès lors naturel 
de chercher à généraliser la méthode géométrique qui a réussi pour les 
lignes asymptotiques des surfaces du second degré. Supposons donc 
les courbes cherchées connues dans l’espace à 27 — 3 dimensions, et 
tachons d’en déduire celles de l’espace à 2n — 1 dimensions. 

Pour cela, nous remarquons d’abord que, si l’on considère dans l’es- 
pace à 2n — 1 dimensions une développable D, formée de plans P,,_, 
du complexe, son intersection par un plan quelconque P,,_, sera une 
développable D,_, formée de plans P,_,. Ces plans P,_, appartiennent 
au complexe; les plans P, correspondants doivent donc les renfermer; 
il en résulte que le pôle M du plan P,,, et l’un de ces plans P,_, dé- 
terminent un plan P,_, du complexe, intersection du plan P, avec 
P,,. On voit que la projection de la développable sur un plan P,,_, 
renfermé dans P,,_,, le point de vue étant le point M, est une déve- 
loppable formée de plans P,_, appartenant à un complexe linéaire, 
intersection de P,,_, avec le complexe donné. 

Jusqu'ici, il y a identité parfaite avec ce qui se passe pour les sur- 
faces du second degré; nous avons pris un plan quelconque de l’espace 
(au lieu de prendre un plan tangent à la surface), et avons projeté du 
pôle de ce plan (tenant lieu du point de contact) l'intersection de la 
développable par ce plan. On peut aussi, comme dans le cas des sur- 
faces du second degré, procéder par une transformation par polaires 
réciproques. Si nous considérons le cône qui a son sommet en un point 
quelconqué de l’espace et pour base la courbe considérée C, la po- 
laire réciproque de ce cône est une courbe C’ située dans le plan polaire 
de son sommet, et dont la projection C” sur un plan P,,_, est aussi une 
courbe dont les plans osculateurs appartiennent à un complexe. 
Malheureusement, en cherchant la réciproque, on ne réussit pas aussi 
bien que pour les quadriques; on n'arrive pas à la détermination sans 
intégration des courbes cherchées. 

Je considère un plan P,, ,, et dans ce plan une courbe telle que C’, 
que je dois regarder comme connue, puisque je suppose connues les 
courbes telles que C” dans l’espace à 27 —3 dimensions; si je prends 
la polaire réciproque de C’ j’aurai un cône [°,, ayant pour sommet 
le pôle M de P,,,. Je dis que si l’on détermine sur I’, une courbe C 
dont les tangentes rencontrent C’, cette courbe C sera une des courbes 
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cherchées. Il est d’ailleurs clair, d’après ce que l'on a vu, qu’en choi- 
sissant pour C’ une courbe arbitraire satisfaisant aux conditions indi- 
quées, on obtiendra de cette maniere toutes les courbes cherchées. 

Il faut montrer que la courbe C se transforme en elle-même par po- 
laires réciproques par rapport au complexe; or elle est définie par le 
fait qu’elle est tracée sur le cone I’, et que ses tangentes rencontrent 
la courbe C’, et la transformation par polaires réciproques a pour effet 
d'échanger I’, et C’; la définition de C n’est donc pas changée. 

Mais la détermination des courbes tracées sur un cône, et dont les 
tangentes rencontrent une courbe donnée, ne peut pas en général s’ef- 
fectuer sans intégration; et l’on voit facilement que si l’on appliquait 
cette méthode à la détermination dans l’espace à trois dimensions des 
courbes dont les tangentes appartiennent à un complexe, on aurait à 
effectuer une quadrature; elle est donc plus.compliquée et moins na- 
turelle que la précédente dans le cas de trois dimensions, mais elle a 
l'avantage de se généraliser. 

Cherchons à la traduire analytiquementafin de voir aussi nettement 
que possible à quel degré de difficulté le probleme est ramené. Afin de 
simplifier l'écriture, je considère simplement un espace à cing dimen- 
sions; mais on verra facilement ce qui, dans la méthode, est indépen- 
dant du nombre des variables. 

Soit donc le complexe linéaire 


LV, — LoV1 + Las — Li Vs + Ls Ye — LeY5 = 0. 


Il s’agit de déterminer les courbes qui satisfont aux quatre équations 
différentielles 


(1) Li ds — 2, dai + x; dr, — r, dx, —dx,, 

(2) Li 2, — 2: lr+ 2, dr, — x, d*x,—= d' xz, 
9 5 D p re 

(3) Las — 2 Pr, + xs Ba, — x, Bars = d xs, 


(4) Li d'Ts— ta dx; + xsd' ax, — x, d'æx,— d'xs, 
dans lesquelles j'ai sapposéæ,— 1 pour simplifier. On peut remplacer 
les trois dernières par les trois suivantes 


dx, dx; — dx, dx, + dx; dx, — dx, dx; =o, 
/ 2 2 2 

(3') dx, @ x,— dx, dx, + dx; d'x,— dx, dx, = 0, 

(4) dx; Da,— dr, dx, + dxs Ex, — déj da, = 9; 
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obtenues en différentiant chacune des équations (1), (2), (3), en 
tenant compte de la suivante. [L’équation (2’) est une identité, ce qui 
démontre un théorème, très connu dans l'espace ordinaire. | 

Nous considérons l'intersection du complexe par le plan x, —o, 
dont le pôle est le point æ,=x,=x,=x,=x,=0, «,=1. Nous 
connaissons, par hypothèse, dans le plan 2, -= x,— 0, les courbes 
dont les tangentes appartiennent au complexe 


LiŸ2 — Loi + L3V,— Li, V3 — 0, 
c'est-à-dire qui vérifient les équations différentielles 
(37) Li dh, —H, da, + rs dx; — x; dx, = 0, 


(47) Li d'os 2 dr, + as dr, — vx, —=0o.: 


Ce qu'il est essentiel de remarquer, c’est que ces deux équations ne 
sont pas autre chose que les équations (3’) et (4’), dans lesquelles 
tous les indices de dérivation sont diminués d’une unité, et l’on voit 
facilement que ce fait est indépendant du nombre des variables. Pre- 
nons, par exemple, comme solution des équations (3”) et (4”), les 
expressions 


Li 5 
Lol; 
t= 28 — tB’, 
Ones Tes 


où 8 est une fonction quelconque de 4: Nous aurons les équations 
d’une courbe C’ en ajoutant à ces équations les deux suivantes 


T3 — Y> 

Es O, 
y étant une fonction quelconque de 4. Pour trouver la polaire réci- 
proque de C’, il faut prendre le plan polaire du point x et chercher 
son enveloppe, ce qui donne 


(5) BlY2—tya+ (28 — £8’) y,— 73 +936 0 
(6) B'ya— Wi + (B— EB") ys + rs 0, 
(7) Be — tO Te 0; 

(7!) vtt (Ee) =o 


(8) -n+(x) Yoo 


Fra 


À 
Phi 
Bae. 
are i 


POS 2 
< 
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Si lon pose b= = < or on prend ye = eal la solution de ces € 


LE Le : 
ae 


tions est, comme on le trouve en les résolvant de proche on proche, à 4 


ae B' u' — B” ye 2 v's 

Vos tu'—- u, 

¥s= (t8"— B')u + (28 — tB’)u'+y— ty, 
yu, 

Net 


LA 
Fr 


Ces équations représentent le cône F,. Il faut maintenant chercher la 
courbe C tracée sur ce cône et dont les tangentes rencontrent C’. Il 
faut, par conséquent, chercher à adjoindre à ces équations une autre 


LU — 


(10) Ys= À, , # 


de manière que la courbe représentée par les équations (a) et (10) 
soit une des courbes cherchées, c’est-à-dire satisfasse aux équa- 
tions (1), (2), (3), (4), où l’on remplacerait les x par les y. Mais les 
équations (2), (3), (4) peuvent être remplacées par (2’), (3°), (4) 
qui ne renferment pas æ,; puisque nous savons qu'il y a une solution, 
ces équations sont vérifiées par les valeurs (9), et il ne reste plus que 
l’équation (1) qui fera connaître À par une quadrature. Il y a done — 
simplement une quadrature à effectuer. ‘ 
On peut voir, d’une autre manière, que les valeurs (9) LérI En les 


équations (2’), (3°), (4’). 


On a, en effet, évidemment 


On peut ici vérifier facilement, par le calcul, que ces rapports sont 
égaux en calculant leur valeur commune w” dt, mais ces équations sont 
évidentes géométriquement, car elles expriment simplement qu’un 
plan tangent P, au cône, représenté par ces équations (9), rencontre 
la courbe dont les coordonnées sont a,, æ,,æ,, æ,, ce qui résulte de la 
manière même dont on a obtenu le cône et du fait que la courbe se 
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transforme en elle-même par polaires réciproques dans son espace. 
Comme on a remarqué que les équations (3) et (4’) ne sont pas autre 
chose que les équations (3”) et (4”), dans lesquelles on a augmenté 
d’une unité l'indice de toutes les dérivations, et que les x vérifient par 
hypothèse (3”) et (4”), il en résulte que les y vérifient les équa- 
tions (3’) et (4'). Ces équations ne changent évidemment pas, en 
effet, si l’on multiplie toutes les variables par un même facteur. On 
voit donc que l’on passera toujours du cas de 272 — 3 variables au cas 
de 2n — 1 par une quadrature. 

Achevons la solution dans le cas den = 3. 

Nous avons alors 
dy = 6 u" dt, 
dy,= tu" dt, 
dy;—= (26 — ¢6')u" di, 
dy == de, 


(11) 


et l'équation qui donne À est alors, toutes réductions faites, 
SEL 


(4 
on a u= };. En intégrant par parties, on a la formule un peu plus 


6 


simple 
À u'y — ayer | Te dt. 


On voit que l’on pourrait faire disparaitre tout signe d’intégration si 
l’on savait déterminer de la manière la plus générale trois fonctions 
a, B, y de z, telles que l’on ait 


(12) a BT =n 


Mais la résolution de cette équation indéterminée, dont il faut une 
solution renfermant deux fonctions arbitraires, ne parait pas simple. 

D’ailleurs, si l’on savait résoudre le probleme que l’on s’est proposé 
ou, ce qui revient au même, si l’on connaissait la forme des solutions 
de l'équation linéaire du sixième ordre équivalente à son adjointe, 
sans signe de quadrature et avec deux fonctions arbitraires, on pour- 
rait déterminer sans autre intégration la solution générale de l’équa- 
tion (12), dépendant aussi de deux fonctions arbitraires. 
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_culer Bet y sans effectuer d'intégration. Il faut, bien 


convenablement la variable indépendante #; les équations (11) doi 
dys ' f 
jh SEs * 
dy, | | pr 
On a alors an RAT a 
A= Ys et a—1—uy+uy/, L pe 


| sat ‘effet, sil Yon connait des € ons 
_ facilement que l'ensemble des équations (9 


eta, B, y vérifient visiblement l'équation (12), la variable indépen- — 
dante étant 4. a ., 

Le problème auquel on a été ramené est donc exactement équivalent — 
à celui dont on est parti, et s’il est impossible de résoudre l'équa- 
tion (12) plus simplement qu’en prenant pour B et y des fonctions 
arbitraires de ¢ et en calculant & par une quadrature, il est aussi im- 
possible de déterminer sans quadrature les solutions de l'équation du 
sixième ordre, équivalente à son adjointe. C’est d’ailleurs, @ fortiori, 
impossible pour les ordres supérieurs. La méthode géométrique que 
nous avons suivie, si elle ne donne pas la solution du problème sans 
quadrature, donne tout au moins une idée précise de son degré de dif- 
ficulté et permet d'obtenir, tout au moins pour le sixième ordre, des 
expressions renfermant un seul signe de quadrature et relativement 
assez simples. = 


SUR LA VALEUR 


DURBURE TOTALE D'UNE SURFACE 
| AUX POINTS D'UNE ARÊTE DE REBROUSSEMENT, 


Pan M. X. STOUFF, 


MAITRE DE CONFÉRENCES A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MONTPELLIER. 


— 


& Une surface S qui admet une arête de rebroussement peut être 
| considérée comme engendrée par une courbe mobile C qui a une 
enveloppe. Cette courbe peut être représentée par deux équations 


on: o(æ, MF: a= — 0, 
ste OQ(@, ¥, 2 à) __ 
aay (2 ) 3 FAT ies 0 


a étant un paramètre variable. En éliminant a entre les équations (1) 


et (2), on obtient une équation ; 
Be . E (2,2) = 0, spa 
qui int la surface S. Enfin on Doade les équations de l’arête 
_ de rebroussement en éliminant a entre les équations (i); (2) ét l’e- 
~ quation RUN 
. ce O OMY, 524). 
“age par Ret R’ les deux rayons de courbure principaux et po- 
sons 


fl 500 


AC : 0 r 
i ” 4 Co is Je 


af 


‘ ‘ cf 
mee LE ee », a 


OF ®F oF] 
Dr ie 3) 
or OF 
dy Oz 


aa 


On peut imaginer que la fonction F(a, y, z) a été obtenue en portant 
| dans 9(x, y, s, a) la valeur de a en a, y, = tirée de l'équation (2). 
Onaainsi | ; . 
OF _ 09 | 09 da > 


JE dae ROLE, 2 a ‘ 


et, en vertu de l’équation (2), 


“ii OF 2 0g" 5e 108" = 0 OF _d 
a ‘ Ox Ox’ dy dy’ Oz” «Oz 
: on aura de méme | 


PRÉ Po da oF  d'o ge Pda PI: de do da » 
dons 02" dadx dx’ dxdy  dxdy' Oa Oy Oy’ 0x0: 0x0 a dads ds’ 
PF _ do do da OF do: do da oF 09 Oo da 


(6 = ees eS ee = es Rens ee ee Ste Ce 
(6) dy 0x  dyôx T 9adx dy’ oy? dy? T Oa dy dy’ dy 0s - dy Os ne da 03 ds” 
WES» 09 do da OF. de do Oa PER dy do da. 


ds 0x  Us0x  dadx Os’ 05 dy Oz dy + Oa dy ds’ 05 0: -* Oads ds’ 


se da 0a-da ;,.. ; ; eat 
D'ailleurs les valeurs de RIT obtiennent par les équations 
0 do da __ Oo do da _ Oo do da __ 


dada. wid? da. 2) Gady dak dy =. 4) sda de ont ae em 


1 obtenues par la différentiation de l'équation (2). En portant les va- 
leurs (6) dans la formule (5), on arrive au résultat suivant. Dési- 
gnons par §(&, 7, €) la forme quadratique 


5 do do 070 
4 pe ea Pie SS 
: + Gy ds > + 2 Gran tt? Fe oy hh 


2 oO? 9 ; 2 
FG, 0, ER TES met A 


- SUR LA VALEUR DE LA COURBURE TOTALE D’UNE SURFACE, ETC. 93 
et prenons pour &, n, ¢ les valeurs 
mir oo" 
~ dy dadz 0% dady’ 
CE ae ae See, 


"= 0s dadx 0x 0adz’ 
Rese eer ee 
5; 0x Oady dy dax” 
il vient 
É do do O20 Jo 
Oa? Oxdy dxdz Ox 
9 0° ao de 
H* _|dyox oy? dyds dy|  F(E,n, 6) 
(7) RR’ = 2 2 2 76 
eo do do d9 a 
0z0x Os0y OF 5 da" 
LE OR ie 
Ox dy 3 


Cette formule donne la courbure totale en un point quelconque de S. 
* da? 

Done, en général, quand une surface possède une arête de rebrousse- 
ment, en tout point de cette aréte la courbure totale est infinrue. 

I] y a exception si =o. Il est facile d'interpréter géométrique- 
ment l'équation f — o quand elle a lieu en chaque point de l’arête 
de rebroussement. 

Des équations (1), (2), (4) on peut tirer x, y, z en fonction de a, 
et exprimer ainsi les coordonnées de chaque point de l’arête au moyen 
de ce paramètre arbitraire. Suivant cette manière d'envisager les 
choses, différentions les équations (1), (2), (4) par rapport à a, il 
vient 


Sur l’arête de rebroussement est nul. f n’est pas nul en général. 


09 dx dep dy dy dz 
dz da dy da T Os da 
OO. ax te Po dy do dz 
da ox da  dady da_ dads da 
-(dx dy dz doa dg dy , dp as __ 
Eee 0x da * dy dai ds da” 


Si les trois quantités 6, 7, € ne sont pas toutes nulles, les deux pre- 
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mières de ces équations montrent que, en désignant par À une certaine 
quantité, on a 


et la troisième équation donne alors 


do Px dp d'y, dy dz 


0x da dy da?’ dx dai 


LÉ(E, n,6) + 


Si ¥ est nulle, ce qui est nécessaire pour que la courbure totale ne 
soit pas infinie, on a aussi 


dp dx. 0e dy, d ds _ 
(8) 0x da * dy da’ ds de 


+. at 


c'est-à-dire que le plan tangent à la surface le long de l'arête de rebrous- 
sement est le plan osculateur a cette aréte. 

Ce cas est done le cas d’exception principal au cas général, dans 
lequel la courbure totale est infinie. Je suppose remplie la condi- 
tion (8); je me propose alors de démontrer que la courbure totale a 
une valeur finie et bien déterminée en SH point de l’arête de re- 
broussement. Considérons la fraction —,— CR tu un certain point M de 

« = 
la surface, et voyons si cette fraction tend vers une limite quand ce 
point se rapproche indéfiniment d’un point P de l’arète de rebrousse- 
ment. 

Imaginons que a, y, z représentent les coordonnées du point P,.a la 
valeur du paramètre relative à ce point; par le point M passe une des 
courbes C correspondant à la valeur a + da du paramètre. Soient 
x + dx, y + dy, z + dz les coordonnées du point M. Nous traitons dx, 
dy, ds, da comme des infiniment petits du premier ordre, et nous 
négligerons les infiniment petits du second ordre. Il faut toutefois 
remarquer que dx, dy, ds sont des infiniment petits par rapport à da, 
tant que la direction PM n’est pas voisine e de la tangente en P à l’arête 
de rebroussement. 

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que la direction MP est 


AE Lt DS ety OM SL ES A Qt nn à dd de bg da a à 
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infiniment voisine de cette tangente. Cela suffit, si la limite obtenue 
finalement pour la courbure totale varie d’une manière continue le 
long de l’arête de rebroussement. En effet, si l’on aborde le point P 
par une route sur la surface qui ne soit pas tangente à l’arête, on ob- 
tiendra nécessairement la même limite; car les courbes C qui passent 
par les positions successives du point M touchent l’arête de rebrousse- 
ment en un point Q qui tend vers Le point P. La courbure totale en M 
est infiniment voisine de la limite de la courbure totale en Q, obtenue 
par un déplacement suivant la courbe C qui passe à la position ac- 
tuelle du point M, et si cette limite varie elle-même d’une manière 
continue le long de l’arête, sa valeyr en Q est infiniment voisine de sa 
valeur en P. 

En désignant par dû un certain rapport infiniment petit, nous au- 


rons 
dat db; dy =x db, des Cd, 


070 
et, en remarquant que sur l’aréte de rebroussement + est nul, 


do — do f do 0? p. x Fo 

da de Ox ee Oy SONGS: Sk NE Be 

ESTE aE TELE 9 ) mu du 
(9) da (: Doc gay onde) ‘de 


on a, de même, en remarquant que, par hypothèse, f est nul sur cette 


arête, et en désignant par dé, dy, dC les variations de £, n, € produites 
par le changement de a, y, z, a en x + dx, y + dy, : + dz, a + da, 


= oO? F 020 09 O20 
HE no) =Ba( 52) + 0a( 52) 4 0a( 5. 2) 4. anta( 5) 
9 9 
+ 26 d D) +280 de.) 
g 


: 0*9 9°? ) 
(10) +3(58 4 aoe Hors me dé 


20 2 dc 
a Po ti 
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96 
Posons 
enn Sees Mare Mee 8 En 
Cnr): 4 rt nae on 
| + Perl “2 ae gab : a a6" 
(Gm 0 = SEE + rate a OP 
ag pty +2 ht 2 gy gr im 


l'équation (10) devient 


EME G(E, n, €) 40 + À LME + GE an + Fess Ji (E, n, 6) da. 


Mais on a, par un calcul facile, 


Pa dF dy 10% Oo 109 OF, 1 do OF, ao 
© \2 On dads 20 dady ' 2 dy 0 205 On 
dp do do do 
(3 da? 0s ds ae) #3, 
par suite 
Lo As ARE: 
x dy Os 
og : og 1 OF, 1 OF, 1 OF 
Œ + SRE EE A LE MA | 
Per er A Pere Te 7 
oF = OF of 
0g On Ot 


do d9 do 3 
da? 0x dc dy da? as |‘ ds 
of oF Og 


sum LA VALEUR DE 


Nous aurons donc 


ne 
Ox 3 
99 
oy 
09 
On 
A0 CRE ET 
dy 03 ||: Ox dy Os 
OF, Os, oo) Po do do 
Di, de i Mir da* 0x da dy da? 0z 
oF of of oF as 
on AE 0G On. ot 

do do do 
0x 5e 0y dy ee. ) a+ es 


Je dis que la fraction qui Are dans le second membre est indépen- 


, do a TER ; 2, ANR 
dante de la valeur de +=. En effet, si l’on considère un point de I’aréte 


de rebroussement et les coordonnées x, 7, s de ce point comme fonc- 
4 tions du paramètre a, définies par les équations (1), (2), (4), on 
2. obtient Da des différentiations 

— : do dx de dy | dg de 


dz da dy da” dz da 
do dx do dy do ds 
~—— — + — + 0, 
dadx da  dady da dads da 
Oo ax do dy gr azo oo” : 5 


aoe | da? 0x da 1 da? dy da a da? 03 da zi da — 

Dot. : | do 

ee - da eras 

= (12) em ees po 

ot. Élu 

+ da? 0x da? dy da? 0z 

a i ne _ dy ds 
4 a et les valeurs ana ogues s pour rte 

Be Ann, de Ve. Normale. 3° Série. Tome IX. — Mars 1892. 13 

é à pr 


AL + 


~ 
We 
re, 


ever 
— 


* 
es RFC — 
sy, &. ERP 
= NE ae LT oe 


ch 
>. 
‘a | 


Rak 


et en différentiant 


dx dy ds dx dy ds OF 
HE da’ Ta) tha zie 


da’ da’ *(an) 2) 
OF ay 


d 


id a(#) da LE i da? ie 
a) (FE) “ 


A l’aide des valeurs (13), on trouve 


OF dn 


TL da * 
da 


RE Ci da Sa OF 


= 
PAS 


ds 


(SE 


da 


Tout le long del’ aréte de rebroussement, on a d' lens, par hypo- | 
thèse, 


d£ 
Fa 
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et, en remplaçant dans le second membre de (14) = pee a par leurs 


valeurs (15), il vient 


OF dx, OF dy dF dts 
(Te) da? . dy da? = NEA da? 
OF 09 0 
: Po Ox dy Os 
ae = (oo (ee) ee 
= : do do Po da ds) da da dy da da +) 
Oa? ke ap FF. dy re SE Oz 03 0 0$ 
(Te 0 ‘dy £ ca 
da i: ; fe 


et l’équation (14) donne alors, en remplaçant a as par leurs 
valeurs (12), 
| 0g 09 d% 
0% dy 0% 
LCR meee 050 99 Po 1 Pol OF, OF, OF 
Un (OE i (Sse MANS ; £ EVE sd eal ad 
Dar Ce mE) + ile, ns 5) (& 0 0x | "d& dy De 2 Ou | de On Of 
1 of of of 
4 02 204, . 0G 
4 Oo oe PCE or 
4 Ox Oy Oz 
a ne do ; 9 2 do ) do do do 
(: * da? Ox "Oa dy da? 03/|-d0a dx da?dy da? dz 
0c On 0 


C’est précisément la condition pour que la fraction qui figure dans 
ne soit indépendante de ae 

Parmi les surfaces les plus intéressantes qui présentent une aréte de 
rebroussement, sont les surfaces des centres de courbure des surfaces 
minima; les deux nappes de la surface qui aboutissent a cette aréte 
sont applicables l’une sur l’autre. On sait d’ailleurs que ces surfaces 
sont toutes applicables sur la surface de révolution engendrée par la 


l'expression de 


TRAY AY bé DS dr Se Le | 
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développée d’une chainette. Tout le long de l’arête de rebroussement, 


la courbure totale reste finie, de sorte que ces surfaces présentent 
notre cas d'exception principal, et le plan osculateur de l’arête de 
rebroussement est aussi le plan tangent de rebroussement ('). 


(1) Comparer la note de l’auteur (Annales de Grenoble; 1890). Voir aussi, sur ces 
surfaces, un article de M. Razzaboni (Journal de Battaglini; 1890). 
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4. Les équations canoniques que nous avons introduites dans le 
paragraphe précédent sont commodes pour certains calculs, parce 
que trois termes sont nuls dans le coefficient différentiel. Mais elles 
présentent plusieurs désavantages : une infinité de ces formes ré- 
duites correspondent à la même classe d’équations 


(1) J'=R[y, (æ)]: 
Les invariants qu'elles définissent dépendent de deux constantes 
arbitraires, introduites par les deux quadratures qui figurent dans la 
substitution 
HY + H, 
= roi X) 
(2) 4 KY + K,’ we 9 ( ) 

Supposons, par exemple, qu’on étudie une propriété qui soit carac- 
téristique d’une classe d’équations (1). L’équation canonique de cette 
classe dépend de deux constantes arbitraires B, et A, et cette propriété 
se traduit par des relations différentielles entre les I, J, X, dont l'in- 
tégrale générale FRS ces deux constantes. C’est ainsi (pour 
fixer les dees) qu’une infinité d’équations de la forme 


aY _ 4 
Ne Y?+J(X) 


appartiennent à la même classe, à savoir les équations 


dY 3 2 
= + h). 
aX = Y¥?+ Bi (BIX +h) 


TA Tr eS 
‘is à 


Lu] 


OME TN 


r, 


x 


L 2 


Une propriété, caractéristique v hens © lasse di rat 


duira done par une relation 


J=B3j(BIX +h), 


j étant une fonction déterminée, ou encore par une équation diffé- 
rentielle k 


@I dj 
(3) x axe aM I) =o. 


Cette équation est d’une forme particulière; tlle reste (Here si 
13 Jy’ 


l’on substitue im! à Yet (BX +h) à X. Or, les expressions T° 


gardent la ae ties : valeur dans cette substitution; posons done 
J DANS 
F == tés : ye =F, 
¥ 
et exprimons J’ et J’ en w ete dans (3); la relation résolue par rap- 


port à ¢ devient 
RP = PE TE 


= 


elle doit rester la même si l’on change J en B*J; par suite, Festindé- 
pendant de J, et la relation (3) s'écrit 


. yy fa" 
2 ead eth 


Si l’on pose J®=—7r, J’ =2, l'équation (3°), comme le remarque 


M. Appell, s'intègre par quadratures. On peut RARE encore >> =u; 


il vient 
dJ 


is TT =SF(&) —5u. 


Cage) ae Mt 7 
Les quantités > Fr? sont elles-mêmes des invariants des équa- 
tions de la classe, et s'expriment sans constante ni quadrature à l’aide 
des coefficients de ces équations. La propriété caractéristique de la 
classe se traduit par une relation en termes finis entre ces deux inva- 
riants. Cette relation connue, l'équation canonique s'obtient par deux 
quadratures. 


ne les | DATE | dés 


À À D D ÉLUS. à 
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N’est-il pas possible de trouver des formes réduites où n’inter- 
viennent que des quantités telles que ces deux derniers invariants, 
qui ne comportent, par conséquent, ni constantes ni intégrations? I] 
suffit pour cela de définir des équations canoniques telles que la ré- 
duction d’une équation donnée à la forme canonique ne se puisse 
effectuer que d’une seule façon (ou d’un nombre fini de façons). Les 
équations canoniques d’une classe donnée seront, par le fait même, 
en nombre fini : la réduction s’opérera algébriquement. 

Ces nouvelles formes réduites présenteront un autre avantage. Quand 
on à reconnu qu’une des équations canoniques introduites plus haut 
jouit d'une certaine propriété, par exemple est intégrable, on ne peut 
revenir à l'équation primitive (1) que par deux quadratures, qui sou- 
vent sont inutiles et s’éliminent dans le caleul. Par exemple, nous 
avons montré que les équations (1), qui admettent un groupe continu 
de substitutions (2), se ramènent, par deux quadratures, à une équa- 
tion à coefficients constants. Leur intégration semble donc entrainer 
trois quadratures; en réalité, deux suffisent dans tous les cas, comme 
nous le verrons plus loin. 

De même, cherchons à reconnaître sur une équation canonique (5 ), 
si l'intégrale générale n’admet que x valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles. Quand il en est ainsi, l'équation se ramène à une équa- 
tion de Riccati. Mais, si nous repassons à l'équation (1) primitive, 
nous obtenons les coefficients de l’équation de Riceati correspondante 
à l’aide de deux quadratures. Or, nous savons que ces coefficients se 
calculent algébriquement. Ces exemples suffisent à mettre en évidence 
la nécessité d'éliminer ces quadratures parasites et justifient l’intro- 
duction des nouvelles formes canoniques. 

De telles formes se peuvent définir d’une infinité de manières. Nous 
choisirons la suivante, dont l’utilité apparaîtra quand nous traiterons 
les problèmes que nous avons en vue dans ce Chapitre. 

Ainsi que nous l’avons déjà remarqué, si les deux équations 


PL (æ)] 
G) Y= Oly, (wT 


; ae ee (x1)] 
G ) NT Qi Ya (æ)] 


| SL ne > 1 
She PSE ’ 
Pe. PANNE. | ae oa hehe 


/ ? 


sont de ne méme classe, les valeurs de y et, de ve quer 


et z 1, se correspondent par la substitution — 
T1 


nies 


L 


Shy ie 
~ ky kya hy” 


r= 9(2,). 


LU 


Cette substitution conserve le nombre et la multiplicité des racines 


, . . . k Ê 
des équations Q — 0, Q, =o. Dans le cas particulier où — + est une 


racine d’ordre À de Q,, une racine de Q d'ordre de A est infinie : Q est 
de degré v — À — 2. 3 | 
Ceci posé, nous décomposerons les équations (1) en trois groupes : 


Premier groupe. — Le dénominateur Q, de degré v — 2, a au moins 
trois racines distinctes. 
Servons-nous de la transformation 


_ h(x) Yh, 
a K(x) Y¥ + ky” 


de facon que les valeurs de Y qui correspondent à trois racines x, %,, 


a, de Q soient trois constantes arbitrairement choisies, 2, o et 1, par 
exemple. Il suffit pour cela de faire 


RER ie he, RS 


ONE En oh 


Nous choisissons pour a, «,, «, les trois racines d'ordre de multipli- 


cité le plus élevé ” 
TELE 


L’équation (1) devient 


Fe = Mo) Pp 
dx PACE CPR EE PRE 


Supposons d'abord que tous les c;, y; ne soient pas des constantes, et 
soit C(æ) la première des quantités 


Cv—is Cyr +++, Co PEAR = 8)5 +. Yo 


Ce we SL QUE LÉ cu) à 


v 


ps a) 


DR TEST AT MERE RTE POSER TRE 


A _ 


(4) 
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qui dépende de æ. En posant C(æ) = X, on ramène l’équation à une 
des formes 


dY Pee la NV eee LY +7) 

Px) : es 

dx + 0Y — 1) As ( VASE, —2) + os + I, Y = a I) 

ou 

dY MT TA ET 

2  — ne se : 
dX PNAY CO ee Lig VEE XY ey Vite lo) 


Les K, L sont des constantes, les P, J, I des fonctions de X. Tous 
ces coefficients, ainsi que X = C(æ), s'expriment algébriquement à 


. da; : d ; : 
l’aide des a,, «;, =~, -:: et sont autant d’invariants de l'équation (1). 
i asx 


Pour que deux équations soient de la même classe, il faut et il suffit 
qu'elles soient réductibles à la même forme (4). Si l’on veut encore, il 
faut et il suffit qu’il existe une fonction æ = 9(a,) satisfaisant aux 
identités obtenues en égalant les invariants de (1) et de(1’), invariants 
mis en évidence sur l'équation (4). Dans le cas où A= A, =A, =1, ces 
invariants sont au nombre de 2v —.4, d’où 2v — 4 identités. Si A, À. 
À, sont quelconques, il faut joindre à ces (2v — 1 — À — A, — A,) con- 
ditions les (Â+À,+ À, — 3) conditions qui expriment que Q, a, 
comme Q, trois racines d’ordre A, À,, À, respectivement. 

La réduction à la forme (4) n’est évidemment possible que d’un 
nombre fini de manières. Si m désigne le nombre des combinaisons 
de trois racines de Q, &;, a, a, telles que &; soit d'ordre À, «; d'ordre 
À,, &, d'ordre A,, à la classe d'équations (1) considérée correspondent 
m équations canoniques (4). Les invariants (K, L, I, J, P, X) sont 
’ . da; 

Ax 
racines d’une équation de degré m, dont les coefficients dépendent ra- 


tionnellement des a;, «;, ie? ..., et définissent les invariants absolus 
x 


des fonctions algébriques à m valeurs des a;, &;, =, ---- Ce sont les 


de l’équation (1). 
C’est ainsi, par exemple, que tes équations 


a, V+ 4,7... + ay 
vie * : ' 
(Y— a) (¥ — O11) CY — &) 
Ann. de U’ Ee. Normale. 3° Série. Tome 1X. — Avrit 1892. 14 
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se ramenent à des équations de la forme 


dY Poe Yo XV HV + D NY + I Y + Jo 
To 2) Y(Y —1) 
>, K.Y pay eet tye J 
( 5 .Y'+) Ae eee 
INF DX ee + 
dX Y(Y—1) 
ou enfin te sae 
AY px MEK. KY +X, 
dX yr 


Les coefficients de ces équations se calculent aisément à l’aide des 
a;, «;. A une classe de telles équations correspondent six formes 
réduites (4). 

Les équations (4) ne sauraient admettre de groupe continu de trans- 
formation (2); autrement la réduction de (1) à une forme (4) s’effec- 
tuerait d’une infinité de manieres. 

Mais cette réduction suppose que dans l'équation en Y et x les coef- 
ficients c;, y; ne soient pas tous constants. Si l’on se trouve dans ce 
cas exceptionnel, en posant 


aX = M(z2) dz, 


on ramène l'équation à avoir ses coefficients constants. 

Ceci nous montre que l'équation (1) admet alors un groupe continu 
de substitutions (2), et, de plus, qu’elle s'intègre à l’aide de deux 
quadratures portant respectivement sur une fonction de + et une fone- 
tion de Y. 


Deuxième groupe. — Le dénominateur Q[y, (x)] n’a que deux ra- 
cines distinctes 
P[y,(z) es 
a EL ( | (A+ Ay = Ÿ — 2,5 Az Ay )s 


(y — a) (y — Chu 


En posant 
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on ramène l'équation à la suivante 


es Ply, (æ)] 


v (Vit GaN ect an), 


=M(2) 


: Lx ay ; 

E. 

4 c, est différent de zéro. Faisons ensuite 

q Wee ny, 

À et déterminons A de façon que, dans la nouvelle équation, le coefti- 
A = . , a 2 

cient de YY soit égal au terme constant du numérateur; il suffit pour 
cela que 

: AVC: 


| L’équation ainsi obtenue s'écrit 


+ | A Ga 
RARE LR cer #1) Ve 


da 
Soit C(æ) le premier des coefficients 
De ep: 
qui dépende de x. Si l’on fait X = C(x), il vient 


ts ay py (YY Bye, YY I+... Ky Yo XY ET, YOU +... + 5,V +1) 
(6) % =P(X) “5 


les K désignant des constantes, les J des fonctions de X. Ces quantités, 
ainsi que P et X(a), sont des invariants de (1). 
C’est ainsi que l’équation 
Gh "Oy GV? A Ay in ay 
VAAL = ey) 


y= 


se ramène à l’une des équations 


CAES MERE Vad Yet 
ees) Y 
+e Y?+XY?4+ J,Y 
GN Ve, Yr KT EXT Vs 
TES Y 
ou enfin xe 
aY = Y'+ K; Y°+ K,Y?+ XY+1 


Don RS ne 
me, l'équation ANNEE TES any 3 


_ 4, tee Pe A Peay UVa 
(y— 2) (y— %) 


correspondra à l'une des formes ME 


» 


ou enfin eo “i 
| ee (¥8+ K,Y'+...+K,Y?+ XV +) 
aX he) TT a 


Cette réduction n’est possible toutefois, comme la précédente, que 


si les coefficients D;(x), qui figurent dans l'équation en >, ne sont 


pas tous constants. Si cette circonstance se présente, une quadrature 
ramène l’équation (1) à une équation dont les coefficients sont con- 
stants. L’équation (1) s'intègre ainsi à l’aide de deux quadratures. En 


dehors de ce cas, l’équation ne saurait admettre un groupe continu 


— 


de substitutions (2). 


3° Troisième groupe. — Le dénominateur n'a qu'une racine distincte 
(cette racine est alors multiple d'ordre y — 2) 


: _ PLy, (x)] 
Y= yay? 


En posant 


il vient. 


Faisons ensuite 
s=t+A, 


et déterminons A de facon que le coefficient de @-' soit nul dans 


dE: AS D RS AU LAS à 
ES Ve SEN OD 


TEST TAPE ee LR ee ee ES aN Ey es ho Le 
\ \ - ï ay a ie Wess oe 


gs? 
« 
an 
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equation en ¢; il suffit pour cela que 


Cy—1 ie 
Vey 


———— 


alors 
t'= M(x) (t+ dy_.f?-+...+d)). 


Posons encore 
LB}, 


B étant choisi de facon que le coefficient de Y’ dans la nouvelle équa- 
tion soit égal au coefficient de Y”; il suffit de prendre 


Bd (x), 
à moins que z ne soit égal à r, auquel cas B doit vérifier l'égalité 
J — B'+ MBd,= MB’. 


Faisons z égal au plus petit des indices autres que 1, pour lesquels 
q q 
d; n’est pas nul. L’équation est ainsi réduite à une des formes 


EN CU D dt. DY 1) 
dx 
(6) ou 
ay : ah F 
ae IN (ae) (YY+ D,_, Y” a4....+Y'+ D,Y). 


Ceci suppose que léquation en £ n’appartient pas à la classe 


ss =N(z)(® + de). 


Cette dernière équation s'intègre, comme on sait, à l’aide de deux qua- 
dratures, effectuées successivement sur des fonctions de x. Elle admet 
un groupe continu de substitutions (2). 

Laissons de côté ce cas particulier et revenons aux équations (6). 
Si tous les coefficients D; sont des constantes, l'équation se ramène 
comme précédemment à une équation dont les coefficients sont con- 
stants. Sinon, soit C(x) le premier des coefficients 


Dye, De sy D,, 


a aa 


< | 7 Fr a“ 7 
eee ie de 2 En. ee X= 
ramenée ala forme ÉTAT 
=P(X) (YY+ KY, 7 + + Kye + XY Hai + à nee ne +) 


Haye 
Prés 

Lou À Wak : ; r LE LÉ: 
| k boire "rt. 


dX =P. ee [Mea ate eave eR YE XVl-J 7, Vee Y TT ie 7 


| ou enfin 
x = P(X) (r+ KV. + Kis Yt YA 


LesK, J, P, X(x) a intdewinfebnis: les K désignent des constantes. 
Par exemple, l'équation | 


; y'= Gy yy? + ag V7... Ag 
by + by 


correspond à la forme canonique 
dY 


eye. , aX = P(X) (V+ XY+0), 


à moins toutefois qu’elle SU eh aux types exceptionnels 
i | : 


5 =N(z )(Y+4KY +1), 


a 


Lo 
| 


(8') 
de = NN) + dv) 
(K désigne une constante, d, une fonction de x). 
Comparons ces équations à la forme réduite 


dY, 


(9) Te = Y+ Ji (X). 


En se servant de I’ expression de J,, donnée au paragraphe précédent 
on trouve aussitôt 


2 faX.X P(X) 


Xi= faX.P(X)e Des 


—3fX P(X) dx 
Jr 
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et inversement, en passant de (8) à (9), 


1 


=) 1 /373\8 
P(X) 9 ea re 
3 3 


, at: : : ; 
Comme nous l’avons remarqué, yx’ yz sont des invariants absolus 
1 4 
; es : hele A : da; 
de (8) qui s’expriment algébriquement à l’aide des a;, b;, are 
premier type exceptionnel (8’) correspond au cas où J, est, soit con- 
stant (mais différent de zéro), soit égal à (B,X, + 2) *; le second 
type (8’) correspondra au cas où J est nul. 
De même, l’équation la plus générale, telle que 


DS D as eee Ver Ai Va 
— sr) 


: Cao 


v 


se ramène a l’équation canonique 


dY € B 2 7 

ax = P(XY + XY?+- JY +1) 
ou 

dY | YX 


en laissant de côté les types exceptionnels. 

Remarquons que les formes de réduction (7) conviennent aux équa- 
tions des deux premiers groupes, et les formes (5) aux équations du 
premier. 

Les observations faites au sujet des coefficients invariants des équa- 
tions (4) s'appliquent aux équations (5) et (7). Il serait facile, d’ail- 
leurs, d'introduire d’autres formes canoniques où figureraient seule- 


: : : ; da; 
ment des invariants absolus, fonctions rationnelles des a,, b;, eT 


Mais ces équations seraient peu avantageuses pour le calcul. 

Les équations (7), pas plus que les équations (5) et (4), ne sau- 
raient admettre un groupe continu de transformations (2). 

En définitive, nous venons de mettre en évidence des formes réduites 


ris A 


nie P. PAINLEVE. 


des équations (1), telles que les équations canoniques d’une même 
classe soient en nombre limité. 

Les substitutions (2) qui permettent de ramener une équation (1) 
à sa forme réduite sont également en nombre limité, et s’obtiennent 
algébriquement. Les seules équations (1), pour lesquelles il n'existe 
pas de pareilles formes canoniques, sont celles qui admettent un groupe 
continu de substitutions (2). Une telle substitution, qu’on détermine 
algébriquement, ramène alors l'équation à un des types _ 

cs —N(«x)R(Y), Na) V+ P(æ)Y. 

Dans le premier cas, l'équation s'intègre à l’aide de deux quadratures, 
portant respectivement sur deux fonctions de x et de Y. Dans le second 
cas, elle s'intègre à l’aide de deux quadratures successives effectuées 
sur des fonctions de x. L’équation de Riccati fait exception à ce théo- 
rème. 

Nous appellerons formes canoniques ou réduites de premiere espèce, 
les formes introduites au n° 2, et formes de seconde espèce celles dont 
nous venons de parler. 

On peut se servir bien aisément de ces dernières pour mettre en évi- 
dence des cas d’intégrabilité des équations (1). Je me borne à indiquer 
ici la nature générale des questions qu'on se trouve amené ainsi à 
résoudre. 

Nous laissons de côté les équations admettant un groupe continu de 
substitutions (2), équations que nous savons intégrer, et nous cher- 
chons à déterminer si l’on peut passer, à l’aide d’une substitution 

Ale) vit hy 


K(x, )Y va ky : 


x = Bl 2), 


d’une équation (1) donnée 


Be ee ic bad 
ax — RL y, (x )] 
à une équation (1°) 

Da RL yy (20) 


dx; 


qui jouit de certaines propriétés, par exemple est intégrable. 


oe. £ & 
W Mis an ‘ ‘ 
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On reconnait toujours s’il en est ainsi à l’aide d'opérations purement 
algébriques; mais le calcul des substitutions (2) elles-mêmes est de 
nature différente suivant les circonstances. Tout d’abord, si l’équa- 
tion (1) est elle-même numériquement donnée, il n’existe qu’un 
nombre fini de substitutions (2) et elles s’obtiennent algébriquement. 
De même, si les coefficients de (1) dépendent explicitement de con- 
stantes, il suffit de ramener (1) et (1) à la forme canonique et de 
vérifier si les deux équations coincident pour un choix convenable 
des constantes. 

Mais dans l'hypothèse la plus générale, les a}, b; satisfont à cer- 
taines relations, différentielles ou non, qui définissent les a;, b; à 
l’aide de fonctions et de constantes arbitraires. La réduction de (1) à 
la forme canonique présente alors des difficultés en ce qui concerne 
le changement de la variable æ, en X,. Mais il est toujours aisé de 
ramener les équations (1) par une substitution 


ae h(x,)¥,+4,(2,) 
I> Et + ka) 


à une forme qui se déduit de la forme canonique par le seul change- 
ment de X, en x, : 


dY, 
(a) Gee aN: 


Supposons donc les équations (1) données sous cette forme, et rédui- 
sons (1) à l'équation canonique 


dY 


(8)  =RLY, (OI. 


Pour que (8) soit de la même classe qu’une équation (a), il faut et il 
suffit qu’il existe une fonction 


X —d(x:) 


telle que la substitution de a, à X fasse coincider l'équation (6) avec 
une des équations («). Si les équations (a) qui appartiennent à la 
même classe sont en nombre limité, il ne saurait exister qu’un nombre 
limité de fonctions Ÿ(x, ) et elles se déterminent algébriquement. 
Mais il est possible qu'une infinité d’équations (x) soient de la 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série, Tome IX. — Avrit 1892. 19 


vn à. el oe 
} ) j 0 M ‘a per, | a hie + 
d NE = | : À : ‘tacks . MY ; L nee C + , 5 ay 
‘ 114 i: ee. Te  HRIPARLETE) à Le 


L ms 4 


'} Le 


à ” : Oi Wie . ve “a 
he Ha. y TRE EE atx à oes ne 
duisent d'une même équation cano- 


| même classe. Ces équations se dé 
ph nique par le changement de X, en æ, 


Xy— ZI 00 | . sie . De. 

4 : 3 : k | ‘7 x 

, est une fonction arbitraire ou satisfait à une relation différentielle # 
plus ou moins compliquée. Dans le premier cas, l'équation (6) doit 


Ca coincider avec une des équations (x); dans le second, X = (x,) 
ae ate: SE NE te : ; : 
| est l'intégrale d'une équation différentielle. 
D Pour éclaircir cette difficulté par un exemple, prenons pour équa- 
co tions (1) toutes les équations —* a 
Fr à + ut, P Ys 
: dY _ A(%) py, ear) 
‘4 dont les coefficients satisfont à la relation 
ey pint Dake, 
à i Ti 
Ces équations, qui se trouvent mises sous la forme (5), se ramenent, 
par le changement de la fonction Y= =, à une équation de Riccati, © 
et comme elles admettent l'intégrale particulière Y = x,, elles s’in- 
tègrent par quadratures. Pour qu’une équation (1) soit de la même 
classe qu’une des équations (+), il faut d'abord que, une fois réduite, , 
elle s'écrive | 
ae ENG PEE TOG es x ; 
(0) x EN + JY?+1). = 
Effectuons alors le changement de variable X = Ÿ(x,), il vient 
2 otek PNR HE 
Din. si cette équation coincide avec une des équations (y), ona | 
vil : rs : de P(X) ; i . 


‘À | Nous voyons, en somme, que le calcul des substitutions (2) ne pré- 


5 : c'est-a-dire que v,(X) doit être une intégrale de (à). 
ï sente de difficultés que dans le cas où une infinité d'équations (8), 


i 
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dépendant de g constantes arbitraires, appartiennent à la même classe. 
La recherche de la fonction æ,(X) peut alors dépendre de l’intégra- 
tion d’une équation différentielle d’ordre g. Mais cette singularité ne 
se rencontre guère dans les exemples qui s'offrent naturellement. 


5. Avant de revenir à la question qui nous a conduits à cette étude, 


Gi Q 5 / Q 2 2 , . Q 
j'étendrai en quelques mots la théorie précédente aux équations qui 


ne sont pas résolues par rapport à y’. 
Soit une relation algébrique quelconque entre y et y’ 


(1) Mg Mo +. + 9M, + My=o. 


Les M,, M,, ..., M, sont des polynomes en y de degré m,, m,, ..., m, 
et dépendent de x d’une façon quelconque. Effectuons sur cette équa- 
tion une substitution (2) 


Rire 


yy — LO ; 
ea key, + ke La p(Ti); 


l'équation devient 
(1) Ny Lys (a) 717 Noel Pas CI + + Nya Lt, (= 0, 


les N; désignant des polynomes de degré z en y,, et v le plus grand des 
nombres m,, (m,-+ 2), (m +4), ...,(m,+2q). 

On peut définir pour ces équations, et de bien des manieres, des 
formes réduites analogues à celles que nous avons déjà étudiées dans 
le cas de g=1 : soit, par exemple, en cherchant à annuler trois 
termes de (1) convenablement choisis, comme au n° 2, soit en assujet- 
tissant les équations canoniques à des conditions qui les déterminent, 
pour chaque classe, en nombre fini, comme au n° 4. Je me borne à 
dire un mot de ces dernières formes, et à étendre aux équations du 
premier ordre les plus générales les théorèmes établis tout à l'heure 
sur les équations qui admettent un groupe continu de substitu- 
tions (2). 

Les points singuliers de la fonction y'[y, (v)] sont les points 
y = a(æ) où y’ est infinie, etles points y = P(x) où deux valeurs de 


y’ se confondent. Soit 


FR A2) |= 0, Gly (ai == 0 


AE. 
hie 
hake ah 
; 7 ort : 
aie rf a A 
qu 


4 ) s . ' ‘ f =! ce = a A Wen 
À ‘Vex I 16 ’ ve d , | Pe PAINLEVI a : L xy 4 “, N 
A 2 té 


les deux équations qui déterminent respectivement les valeurs %( . 
8(a), pour l'équation (1) ramenée à sa forme la plus générale (1)’ Si Te 
; | l'on effectue dans (1) une substitution (2), les valeurs singulières a, 
LITRES 8, de la nouvelle équation correspondent par les formules (2) aux CARRE. 

es La substitution (2) conserve le nombre et l'ordre de multiplicité des 
i racines de F et de G. Pour certaines transformations, une des quantités 
co a,, 8, peut devenir infinie. | 

Ceci posé, considérons d'abord les équations (1) telles que trois au 
moins des valeurs «, 8 soient distinctes. Disposons de la transforma- 
tion 


Rx) ¥ + hy(2) SR 
TT H&)Y + (a) 


de manière que les valeurs Y=o, Y=o, Y=1 correspondent aux 
valeurs y = a, y=b, y =c. Nous désignons par a, b, c les trois ra- 
cines de F et G d’ordre de multiplicité le plus élevé. L’équation devient 
| Ta ainsi 
es, 5 . Ant avYT* | 
5 Il, (=) + Il. (à) +...+I_.,=0. 


“ 


Si les rapports des coefficients de chaque polynôme I; ne sont pas in- 
dépendants de a, en égalant un de ces rapports à X, nous sommes 
conduits à une forme canonique qui répond aux conditions exigées. 
Si tous ces rapports sont constants, écrivons l’équation ainsi : 


CRAN se 
dx Ny-1(xæ) \dx LPO) a 


Les R; sont des polynômes en Y dont le terme de degré le plus élevé 
a pour coefficient l'unité; les N; sont des fonctions de x. Si je pose 


1 
Ni: 
(3) 1 =X, 
Ni; 
le changement de æ en X ramène l'équation à une forme canonique 


ss invariante. Ceci suppose toutefois que les rapports (3) ne soient pas 
tous constants. 


Au cas contraire, ona 


Bie. | Nate kiN = ki Aix). 


5 ¥ | 
2 
, Pr 
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Le changement de variable 
( dx ; 
A (a) AIX 


ramène l'équation à une équation dont les coefficients sont indépen- 
dants de X. 

Passons au cas où le nombre des valeurs «, 8 distinctes se réduit 
à 2. Il ne saurait se réduire davantage, car la fonction multiforme 
Y Ly, (©)], définie par la relation érréductible (1), possède au moins 
deux points critiques B,, 6,. La transformation | 


ramène l'équation à une autre, où la fonction z’[z, (x)] n’a comme 

points singuliers que s =o et 3: =o. Nous disposons encore de la 

transformation 
à 5—AY, 2 = 6\X). 

5 


D'ailleurs, =’ se développe suivant les puissances de s‘, # étant un 
entier. Si l’on pose 


1 


a — u, 
il vient | 
DR CA UE CR AU aie ce =e 
CE un à 


du” ; wee = : 
car = ne saurait devenir infini pour d’autres valeurs que u=o, 


u = ©. Il est permis d’ailleurs de supposer m* <n — 2, sinon on chan- 


à I Aula H 5 C 
gerait wu en —- Nous retrouvons ainsi une des équations du second 


groupe ou du troisième groupe, étudiées dans le paragraphe précédent. 


Une transformation 
u = BU, 


æ—o(X) 


la rend canonique, à moins qu'elle ne se ramène à une équation à 
coefficients constants ou qu’elle ne soit de la forme 


(US Cpl + Cu. 


‘ gave =, 


ñ 
| 2 
m 


SE o(X), 


, . , , k û Q à aay. wh ie ER + 
et l'équation (1) est ainsi réduite à une équation canonique, les cas — 


exceptés où elle se ramène soit à une équation dont les coefficients” 
sont constants, soit à une équation : 
Ke 
Cz + Dz". 
Pour donner un exemple de telles réductions, considérons les équa- 
tions 
yet (aytayta)y+ 0,7" + 03 + b7?+ bh y+ h=0. 


Il n’existe pas de valeurs y = @ rendant y’ infini. 
L’équation, résolue par rapport à y’, s'écrit 


Ys (ay + ay +) EVRY, (æ)]. 


Placons-nous dans le cas le plus général, où les quatre racines de R, | 
sont distinctes, et où le module du radical dépend de a. Une forme 
canonique de l’équation sera 


! 


dY | — 

TR = (Aa Ÿ?+ ALY + Ag) + VP(X)Y(Y — 1) (NY — X). 

Les A,, A,, Ay, P, X sont des invariants. > 
Nous venons de mettre ainsi en évidence des formes réduites des 

équations (1) algébriques en y’ et y; mais les procédés que nous avons 

employés s'étendent sans peine à toutes les équations du premier 


ordre. Soit | 
yay, 2) 


une équation du premier ordre, où F désigne une fonction analytique 
quelconque de y. Représentons par «(a) les valeurs de y qui rendent 
y’ infini ou indéterminé. S'il existe trois valeurs « distinctes, on se sert 


de la transformation 
__AY+h, 
eee gress 


} Dent, a 
a es ‘ ne oe = 7 
oe 2020 A d 3: 

cod > 
= i hie LA 
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Le 


idre ces valeurs égales à «, o et 1. On développe A esi 


7 


aivant les puissances de Y — Y,, Y, étant un point régulier de ce 


PRET - | more 
Æ gy SP) s — 20) + Cras — 20) +]. 


Quand tous les C; ne sont pas constants, on pose, comme plus haut, 
. Cj(#) =X; 


sinon l’équation se ramène à avoir ses coefficients constants. 
Admettons maintenant qu’il n’existe que deux valeurs « distinctes, 
 %,, %. La transformation 
, _ & B+ a, 
LT ; | BEL 


rend l’une de ces valeurs nulle, l’autre infinie. On dispose encore de la 
substitution 


(4) = AN, Le NOD 


D’autre part, faisons s = e*; il vient 


dz du 
| ah. Solu, (ri) 
ou bien 
, du : 
ya dg al (2S + cu ew... 


7 


pet f désignant deux fonctions holomorphes de w. 
Ajoutons qu’a la transformation (4) correspond la suivante 


22U+LASU +B, eso Cx). 
qe c dU 
Disposons de B de manière que, dans le développement de = 


= a Ste Cle Cj U?+..., 
- dx 


le rapport +2 soit égal à une quantité arbitraire donnée. II faut, pour 
di 


cela, que 


er 


/ AY es in | , 
P «+ 4 à: PO i a hye Me , 
TROYES DPA rola ae ee 


ee 
si if’ et F désignent les Ta A Lo où lon fait ws" 
tité B une fois déterminée, on écrit 


dU 


oe =P (a) (Ul + Di Uitt+ 


et l’on pose 


L'équation ens se trouve ramenée ainsi, par la substitution 
sexe, be XS D2), 


à une forme canonique, en exceptant le cas particulier où elle corres- 
pond à une équation dont les coefficients sont constants. 
S > 
Remarquons toutefois qu’on ne peut calculer B comme nous l'avons 


f"(B) 


fait que si FR) 


est fonction de B. Qu’arrive-t-il quand 


Fay =e)? 


Tout d’abord, si y =o, HATREES en wu est une équation linéaire; 


sinon on trouve 


D = fu) = dy + der, 


d,, d, y dépendant de x. L'équation en 3 correspondante est alors 


dz 


dg = 3 + dat dés + di. 


Si à ne dépend pas de æ, l'équation s'intègre par quadratures. Au 
cas contraire, on pose 6 = X, et l’on dispose ensuite de A de façon que 


le coefficient de Y* dans l’équation réduite soit l’unité, autrement dit 
que l’on ait 
dY 2 
qx =" J(X) + Y*. 
On peut, à l’aide d'une quadrature, ramener la même équation à la 
suivante 


av + 
ce PRY; 


aS ODA ie À GS LES LS LS D di, 4 
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et, à l’aide de deux quadratures, à la suivante 


oy = YO'(X), 
aX ; 
Ces diverses formes mettent en évidence des cas d’intégration. 
Pour terminer, il nous reste à examiner le cas où la fonction 


y¥ =F ly, ()] n’admet qu’un point singulier «. La transformation 


ale 


le rejette à l'infini. Nous disposons encore de la substitution 
| z=AY+B, z—o(X). 
Laissons d’abord x = X, et développons l'équation en Y 


AdY aA dB 


if [4 
2 D rm... 


I 
= (+ GY+CGY+ C;Y°+...; 


o représente une fonction holomorphe de = = AY+ B; 0’(B), 0’(B),... 
ses dérivées par rapport à = où l’on fait s = B. Déterminons B de façon 
à annuler le coefficient C, de Y?; il faut pour cela que 


po" (B).=='0. 


Ceci exige que p” ne soit pas indépendant de s (l'équation serait alors 
une équation de Riccati), et aussi que p” ne soit pas égal à ef, g étant 
une fonction holomorphe de z. Si cette circonstance se présente, 


4 


; C «got : . / 
on dispose de B de façon que ro soit égal à une Constante donnée, 


ce qui exige que 


m2 == 2 
P 
ou encore que 
ol ol? 
: 5 é né 
E ?> 
& 
all 
— Lie =1- y= Ô 
eg? 
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ne nie ae À 
ec: 


4, n’est pas Rob g= rer + n); mais, par hypothèse, seu 

morphe. Le seul cas a est done celui où à, est nul. Not 

traiterons dans un instant. Dans le cas général, une fois B calculé, on — 
_ assujettit A à la condition que le rapport des coefficients de Yet Yi, 


dans le développement de te soit égal à l’unité. Quand l’équation 
ent — 3 — Brest pas de la forme 
tm ne; 


la valeur de A se calcule sans quadrature, en prenant zet j différents 
de 1. La réduction s'achève dès lors sans difficulté en égalant à X le 
rapport des coefficients de Y°, Y/", à moins que tous ces rapports ne 
soient constants. 

Revenons au cas où l'équation en 3 s'écrit 


CR ekz 
PRE sf à 


[c’est le cas où 6, = g’(z) =o]. On fait. 


b=; 
il vient alors 
dt. 
dz =d,+ dit + det. 
On pose ensuite 


t= Y-+B, 
et on assujettit B à la condition 


par suite 


Vs 


dY à 
de = D(e+t+Di); 


. on fait alors D, = X, à moins que D, ne soit constant. Si d, = 0, B ne 
peut se calculer ainsi, mais l'équation 


dt 


, dg — + def 


se ramène à une équation linéaire en posant u = ef. 


WN LL. 2 
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En définitive, soit 


& = FLy, (2)] 
une équation du premier ordre, où F représente une fonction analy- 
tique quelconque de y et +. Nous venons d'indiquer une méthode 
pour ramener, à l’aide d’une substitution (2), cette équation à des 
formes canoniques, c’est-à-dire à des formes dont un nombre limité 
seulement appartiennent à la même classe. 

Les seules équations qui ne soient pas susceptibles d’une telle ré- 
duction sont celles qui admettent un groupe continu de substitu- 
tions (2). Ces dernières correspondent toutes, par une transforma- 
tion (2), à des équations à coefficients constants. La seule équation 
de Riccati mise à part, elles se ramènent, sans quadratures, à l’une 
des formes 


dY : 

ax = M(X)N(Y), 
dY 

x = AY + BY° 


et, par suite, s’integrent à l’aide de deux quadratures ('). 


6. Nous allons appliquer maintenant ces propriétés de la transfor- 
mation (2) à la recherche des cas où l'intégrale de l'équation 


d PC 
() DER Ce pe 


ne prend que » valeurs autour des points critiques mobiles. 
Quelle modification apporte dans l'intégrale la substitution 


 __Rk(æn + hy 


bg) ee eae Ba ers 


(1) La même méthode s’applique à la recherche des équations d’ordre supérieur qu’ad- 
> by + hi 
kyyoe hy 
groupe dépendant d’une ou plusieurs constantes arbitraires. Mais c’est la un point que je 
me réserve de développer ailleurs. 


mettent un groupe continu de transformations de la forme y = So (T1) le 


tions (2) qui contribuent en même temps à ce double résultat. 


LE. y 
Wie ee 


L'intégrale RE par une rien “tiny 


\ F(y, 2) = "+ inf CRETE nr + Yo. 


= y" + (ni + Pres es oe 
| ana D LM ONE to Vit ie, 
y: vérifiant l'équation 


dy: nr 4 
de SMP + Ny +P. 


Apres la substitution, elle devient 


(hyit Ay)" + (Oni Bur) (hy t+ hy)?! (ky + ky) +. 
+ yi(hyr+ Ay)! (ky ky)? +. (toys Bo) (Aya + M1)" =0, 


ou encore 
VIE Binary FEU HPN t+ Go=9, 


les g; étant des fonctions de x,. On voit que g; se calcule en fonction 
de y; par les formules 
Ayit 


ANSE æ—=o(z); 


par exemple, siz=o0, 


= Avs ar eae ki +. He B,h, kn! + Yo(G(n—1y Ai! ky + CP | Dia ki +. om ky 


h® + Bina)? k +... + BAR" + plan ATK Onigh**k+...- hk)” 


quand on remplace a par o(x, ). ~ 

Ceci étant, on peut disposer de la substitution (2) soit pour simpli- 
fier l'équation (1), soit pour simplifier a priori la forme de l’équa- 
tion (3). La remarque suivante permet d'introduire des substitu- 


Pour fixer les idées, faisons : =o dans l'équation (3). Elle devient 


V+ (Snr Yo Ba—1) + (ana Yo + Bn-2)Y" +... + (&1Yo + B1)Y + yo= 0, 


avec 
Y=Myo+Nyo+P, 
ou encore 
i= I(x) + C9(2) 
Si(@) + C9, (2) 


(G désigne une constante). 


ï 


TU A 


a 
= 

+ 

“ad 
Zz 
A 
a 


ENR eT Ne UY el CT eT Ee NE 
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Admettons que le dénominateur Q de (1) ait une racine eae 
d'ordre À : quand une valeur y d'une intégrale s’annule, À autres va- 
leurs de la même intégrale s’annulent en même temps. Si done, pour 
“= Lys Yo S'annule, 

Ft) +CGp(r) _ Rs 

F1(%o) + Cp)  ? 


Yo(%o) = 


Piece eee YX s’annulent par le fait même, c’est-à-dire que B,(x,), 
Bs (ay), +++» B,(a,) sont nuls quel que soit x, donc nuls identique- 
ment. On voit aussitôt que ceci subsiste dans le cas particulier où y, 
ne dépend pas de C. 

De même, quand Q a une racine infinie d’ordre À (autrement dit 
quand le degré de Q est inférieur de À + 2 unités au degré de P), les 
MON C5. à. SOUL NULS Yisse-uss She SONT 
indépendants de la constante d'intégration. 

Plus généralement, soit y = a une racine d’ordre À de Q. Écrivons 
l'équation (3) ainsi 


y+ bey alli Bn-27"2+. Ys 
sie B17 = Vol On=1y" 1 are Ana) dite ao ee hy Ct Von - 1) —- H(y) En yo K(y) = 0. 


La racine y =a doit étre racine d’ordre (A +1) de cette équation, 
quel que soit y,. Il faut et il suffit pour cela que 


Haye H'(a) H'(a)  (@) 
K(@) Kia). K*(ay Ba)’ 


H’(a), K'(a) désignant des dérivées d’indice z de H et K par rapport 
à y, où l’on fait y = a. 

Ces remarques faites, voici comment il convient d'employer la sub- 
stitution (2). 

On commence par rendre respectivement infinie et nulle les deux 
racines de Q d'indice le plus élevé. On dispose encore de la transfor- 


mation 
Dr Le (XX) 
Si l’équation (1) est une équation donnée, on se sert de cette transfor- 


. >) c) 
mation pour la ramener à sa forme la plus simple, par exemple à l’une 
des formes canoniques étudiées plus haut. S'il s’agit, au contraire, de 
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déterminer toutes les équations (1) dont le coefficient différentiel est 
de degré donné et dont l'intégrale générale est définie par une équa- 
tion (3), on peut diriger le calcul de la même manière, ou encore se 
servir de la substitution pour simplifier cette équation (3). Quel que 
soit le procédé adopté, on obtient des conditions où ne figurent que 
des invariants de (1). Il suffit de remplacer ces invariants par leurs 
valeurs en fonction des coefficients d’une équation quelconque de la 
classe, pour avoir les conditions auxquelles doit satisfaire l'équation 
cherchée la plus générale. 

Quand le dénominateur Q de R, dans (1), n’a qu’une racine, on la 
rejette d’abord à l'infini. On dispose ensuite de la substitution 


y =AY +B, 2 = o(X) 


pour simplifier, suivant les cas, les équations (1) ou (3). 
Nous allons appliquer ces procédés généraux de calcul a plusieurs 
exemples particuliers. 


7. Reprenons, en premier lieu, l’étude des équations 


PT Ys (x)| 
seas | $4 = à 
(1) “4 Ly, (æ)] Oly, (æ)] 
dont l’intégrale générale ne prend que deux valeurs autour des points 
critiques mobiles. 
L'intégrale s'écrit 
Peat Bye 38) ives 0, 


et Péquation (1), qui lui correspond, a son coefficient différentiel de 
degré v= 4 ouv = 3. 

Soit d’abord v= 4. Le dénominateur Q a ses deux racines distinctes: 
car si y = a est racine double de Q, trois valeurs d’une intégrale par- 
ticulière deviennent égales ensemble à &, ce qui est impossible dans 
le cas actuel. D'une manière générale, quand l'intégrale d'une équa- 
tion (1) ne prend que n valeurs autour des points critiques mobiles, l’ordre 
de multiplicité des racines de Q est au plus égal à n — 1. 

Ramenons donc d’abord l'équation (1) à la forme 


(1)' wy hae: AI + AY + ay? + ŒY + &. 
oF 
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lors l'équation 


fY—y —0 


Y=M} + ass ptt 


ieee ee Nye P. 


Cette équation, ramenée à la forme canonique de seconde espèce, 
_ devient 

dY _ A(X) (V*+ XY+ 1) 
x Y 
= Pour qu’une équation (1) (v= 4) soit de la classe considérée, il 
faut et il suffit que, dans sa forme réduite 


dY ACY (V4 LYE XV AY 4 
Dei Pat 


les invariants J, et J, soient nuls. Signalons le cas particulier où le 
coefficient J, de Y? serait erent de x; l’équation correspon- 
dante 
dY A(x) (¥*+ cy 1) 
CRA hw rs eee t 
s'intègre par deux quadratures. 
Passons aux équations v = 3. On ramene d’abord I’ équation consi- 


| dérée à la suivante 
ee … YHayrany + ay + a) 


et son intégrale s’écrit 
VAY + Yo= 0. 


~ Posons 


l'intégrale prendlaforme =~ 


avec 
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L’équation en z s'écrit donc 


235 =Mst+ NP, 


et pour que y — 3, il faut que le second membre soit ET par s 


(done que P soit nul), ou encore que M soit nul : le second cas se 


ramène au premier en changeant = en 2 et l'équation étudiée est de 


l'espèce 
s'—As°+ Bz, 


équation que nous avons déjà signalée et qui s'intègre par deux qua- 
dratures. Dans la forme canonique 


dY 


As eth +J, 


qui lui correspond, 
J—0. 


8. Voici donc traité, bien aisément, un exemple qui n’était pas 
exempt de difficulté avant l'introduction de la substitution (2). Abor- 
dons maintenant l’étude plus compliquée des équations (1) dont l’in- 
tégrale générale ne prend que trois valeurs autour des points critiques 
mobiles. 

Le degré v du coefficient différentiel de (1) peut être alors égal à 3, 
4, 5 ou 6. Considérons, en premier lieu, le cas où v = 6, Pa quatre 
racines du dénominateur Q étant distinctes. 

Réduisons d’abord l'équation à la forme 


es tek GITE GIP + AV. UY +A 
CAG Bee Aaa?) 
L'intégrale s’écrira 
J'+AY—Byy —y=0 : 
ou 


Aba ie RS ke , 
~ By+1 | 
avec 

7a Mya Ny +P 


(y dépend toujours de la constante d’intégration, sinon y ne renfer- 
merait pas de constante). 


- 
Ft 
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Les fonctions A(a), B(æ) sont liées, de plus, par l'égalité 
AB+ 2(A+B)+3=0, 


qui exprime que y =1 est racine de Q. L’équation en y doit coincider 
avec la suivante : 
A\ 
| 2By(y —1) (y— a)? =My*+2MAy>+ y*(MA?+ NB + B') 
(3) « + y*[N(AB +1) + AB'— BA’] 
| + y*? (NA + PB?— A’) + 2PBy-+ P. 


D'où l’on conclut sans peine 


a a as 
A=— it ) M=—, = 4}, 
(4) 24 24 

{ 

/ 4 4 

ahi WG ny A dit at a 

[x ane. + = — a; + = 2 de — 

haya Gye Ge 24 Saas Sa} 


avec les conditions 


Les coefficients a;, « de l’équation (2) sont des invariants de l’équa- 
tion la plus générale de la classe. Nous avons ainsi les (v—2)=4 
conditions auxquelles doivent satisfaire les invariants de l’équa- 
tion (1) (v=6) pour que son intégrale ne prenne que trois valeurs 
autour des points critiques mobiles. Quand ces conditions sont réali- 
sées, l'équation se ramène par la transformation 


à l'équation 
y=My+ Ny +P, 


Ann. del’ Ec. Normale. 3° Série. Tome IX. — Avril 1892. 177 


4 £ 3 
anf Sa? 1 as DA ai aa, 4e 24 a; AQ, 
eee | ano a, + + —*)(—§, — + )+ + = — 
Creed a 2. As a, haa; Ao 24) As 4a, GH 
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A, B, M, N, P s'exprimant en fonction des invariants de (1) par les for- 
mules (4). . 

Si l’on veut ramener l’équation (2) à une forme canonique de se- 
conde espèce, il convient de distinguer plusieurs cas. 

Quand la quatrième racine & de Q dépend de x, on pose 


X=a(vr), 
et ’équation devient 
. - } 
dY = (3 X (YO IV + Yi +. + Y +), | 
dd oa WY—1(¥—X) ; 


les J vérifient les relations obtenues en remplacant dans les équa- 
da; . d(GJ;) 
da Pe ak 
Si « est une constante, les conditions (5) nous montrent que A et B 
sont constants. 
L’équation (2) peut alors s 


tions (5) « par X, a; par (GJ;), 


’ 


écrire 


dy _ Ov +e +bhvit...tbhy+eby + bo), 
dx VA) a) Cys a) : 


les à sont des fonctions de x, et «,c,, c; des constantes qui vérifient 
les relations 
Ge Ds C5C, + 4(Cs+ Ce) +12=0. 


Les deux autres relations (5) deviennent 


2D 4 
est > = — Oy, 
CiC5 : 
a. 
4 
2 tb; /, 
= C1 09—= — b 
CiCs i 
a tad 


Sib, n’est pas constant, on pose b,(a) =X; si b, est constant, on 
pose b.(@) =X; enfin, si b, et 6, sont constants, b, et b, le sont 
également et l’équation est de la même classe qu'une équation à coef- 
ficients constants. 

Examinons maintenant les équations v = 6, telles que Q ait des 
racines multiples : l’ordre de multiplicité ne peut dépasser 2. Suppo- 


sons d’abord que Q ait une seule racine double, et ramenons l’équa- 


tion à la forme 


dx HR 


(2) dy GI +aye+...+ay+a 


L'intégrale satisfait à la relation 
AS pot A 
avec 
y=My?+Ny+P; 


de plus, B vérifie la condition 


3+2A—o ou A=—3, 


qui exprime que y = 1 est racine de Q; on peut done poser 


y=2y— 37", 


et l’équation (2)’ doit coincider avec la suivante 


(3)! 6y(y¥ —1)9/=4M)7*— 12M 7° + 9M 7*+ 2Ny?— 3Ny?+ P, 


ce qui exige qu’on ait 


| M = 22, 
(4) Na 
Poa O.a) 
avec les conditions 
(3) ds = — 3a,=— ig, 3a3+ 2a,= 0, 


Quand ces dernières conditions sont remplies, l’équation se ramène 


par la transformation 


à l'équation 
MANS P 


Supposons enfin que Q ait deux racines doubles. Ramenons l’'équa- 


tion à la forme 
Ti peut Oy YA Go » 


I 
7 
Wo 
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a,= Oo. 


Lor 
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L'intégrale est donnée par la formule 


Vie yO 
avec 
y'=Myp+Ny+P. 
L’équation considérée est done de la forme 


yy’ =ay’ + asy® + ap. 


Nous avons énuméré ainsi toutes les équations qui répondent à la 
question et pour lesquelles v = 6. Soit maintenant y = 5 : si les trois 
racines de Q sont distinctes, on peut écrire ainsi l’équation donnée 


(6) = by + byt t+... + by + bo 
Smt) 


Son intégrale satisfait à la relation 


2 at Mie ANS 
By +1 


avec la condition 
AB + 2(A + B) +3—o. 


L'équation (6) doit donc coincider avec l'équation (3) calculée précé- 
demment, ce qui ne peut avoir lieu que si (y — x) est en facteur dans 
les deux membres de (3). S'il en est ainsi, on a 


a,— by — «bh,, 


A — — aBo, 


et les coefficients a; satisfont aux relations (5). La première donne 


c’est-à-dire 
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En remplaçant dans les trois dernières « et les a; par leurs valeurs 
en fonction des b;, on a les trois conditions nécessaires et suffisantes 
auxquelles sont assujettis les coefficients invariants de (6) pour que 
l'intégrale soit de la forme voulue. Je me dispense d'écrire ces condi- 
tions, qui sont sans intérêt. Deux de ces conditions sont d'espèce dif- 
férentielle, et renferment l’une la dérivée de 


l’autre la dérivée de 


A as by) bs( by bs + b, b,) : 
Ay Ug (do + bi) (bs+ b,) 1 


Quand ces conditions sont remplies, l'équation (6) se ramène à 
l'équation 
y=My?+Ny+P, 
par la transformation 
2 
~ By +r’ 


les A, B, M, N, P sont donnés par les formules (6) à l’aide des a,, a, 
par suite en fonction des B,. 

Une remarque importante est la suivante : un calcul pénible véri- 
fierait que y = « est une intégrale de (6); done 


PAT 


3 RCE 

4 than 

: est une intégrale de l’équation de Riccati, et cette équation s'intègre 
à par quadratures. Mais ceci est évident @ priori : nous faisons 

4 

7 Y=fU2) 

4 dans l’équation de Riccati; elle devient 

4 


of (= Of £2 D 


a RE a à 


Pour que 
Z = f (1%) 
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soit une intégrale, il faut et il suffit que l'équation précédente soit 


“of 
vérifiée quand on y faity =y,; or y= annule à la fois oe et le 


second membre de cette équation; donc 
7 =S(% x) 


est une intégrale de l’équation de Riccati. C’est là d’ailleurs un fait 
que nous démontrerons tout à l’heure d’une manière générale. Nous 
l'avons rencontré déjà dans le cas particulier où n = 2, v= 3. 
Admettons maintenant que, v restant égal à 5, Q ait une racine 
double. L’équation peut s’écrire 
bey + diy ee + Oy, 


(6)! y= AT ; 


l'intégrale doit être de la forme 
at A Po 

Nous pourrons toujours changer y en — =Ay et poser 
PEP AY). 


Si l’on se reporte aux calculs faits pour le cas de y = 6, on voit que 
l'équation (6)' doit coincider avec l’équation (3), ce qui exige que 
(y — 1) soit en facteur dans le second membre de (3)’ et qu'on ait 


a = bs, 
ax = b,— bs, 
a, b; — b,, 


Aux conditions (5) correspondent alors les conditions 


b; 3b; 
b, = vf 2 Ds, Dp. es > h= 7 — 9 by; b, co Dee 
at { 


Quand elles sont remplies, la transformation 


=" (27 —3) 


F 
4 
4 
F. 
1 
À L 
a 
2 


RC ER RER 


2 
| 


RATE SRE RER ET ce 
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D Pate: : Li BNE Is , . . . 
ramène l’équation (6)' à l'équation de Riccati 


1 355 


y= TP + 8 (ba bs) y — 6 by. 


_L'équation (6)’ admet l'intégrale y = 1, et l'équation en (y) admet 
l'intégrale y = — 1. 
Rebs 2 : 
Si n est pas une constante, l’équation (6) se trouve ramenée elle- 


même à une forme qu’on peut regarder comme une forme canonique de 
seconde espèce. Il suffit de poser 


et l'équation devient 


M ON EE Ve JV a x Ye) 
AN * ei 


Les J;, 8, X sont des invariants liés par les relations 


x 3X 
JS X, = A) CS 7 = 2. 
4 4 
. by 97 . « . 4 Q 
Si est constant, l'équation se ramène à une équation dont les 


3 


coefficients sont constants. 
Le cas où v = 4 se traite sans plus de difficulté, en exprimant que 
les deux membres de l'équation (4) contiennent à la fois en facteur 


A. TE SALE à 
J—1ety—;;eten ramenant ensuite l’équation à une forme cano- 


nique par une substitution 
A UN, 
Bo (XN). 


On connaît alors, en général, deux intégrales particulières de l’équa- 
tion (1), qui, toutefois, peuvent se confondre dans certains cas. Mais 
je n’insiste pas davantage, pour ne pas multiplier les calculs, sur cette 
classe d'équations que nous étudierons tout à l'heure d’une autre 
façon, et je passe, pour terminer cette discussion, au cas où y serait 
égal à 3. 
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Nous ramenons d’abord l’équation à la forme 
= Co + 3 CG y + 3C,y¥?+ C7. 


Son intégrale s’écrit 
OC AY TAB eed 


et nous pouvons toujours nous servir de la substitution 


NA — "fi + iia, 


de façon que cette dernière équation devienne 


ee yay 4 
RC Re 
et en posant C,(æ) = X on aura | 
(ae | 
~ Xy+i: | 


avec 


Ceci suppose, toutefois, B différent de zéro et C, fonction de x. Dans 
le cas où ces conditions ne seraient pas réalisées, on donnerait à y 
l’une des expressions 


Pr yes 
as Yui 
c, désignant une constante. 
Prenons d’abord le cas où l’on a 
2 Pr 
ès Xy +1 : 

et exprimons que l'équation 

y'=My?+Ny+P 


coincide avec l'équation (1) donnée quand on y remplace y par cette 
valeur. Il faudra exprimer qu’un polynôme du sixième degré est divi- 
sible par un polynôme du troisième : d'où trois équations linéaires en 
M,N, P, dont les coefficients dépendent de X. Ces équations ne peuvent 


FPN ee 


4 


Te eee PPT OUT 


Cee ee ee Se nt à 


EL D 
er 


ANT =e ih FAT 4 LL Eu MU CNE CE 


CRC PT TENTE Ÿ 


ne) CO eel 
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être indéterminées; sinon on pourrait disposer arbitrairement de l’in- 
variant unique J de l'équation, et toutes les équations 


Y'=Y+J(X), 


par exemple, auraient leur intégrale de la forme cherchée, quelle que 
fût la fonction J(X). Il en résulte qu’une seule valeur de M, N, P satis- 
fait aux conditions précédentes; il n’existe donc qu’une équation (1) 
distincte qui soit de l’espece cherchée, autrement dit toutes les équa- 
tions qui répondent à la question se déduisent de l’une d’entre elles 
par une substitution 
_AY+h, 
TOR + Ky 


x= 9(X) 


qu'on détermine par des opérations linéaires. 
Pour ce qui est des cas où y est de la forme 
bss Fate 


= > PE 


? ? 
Y +1 CoY +1 


on voit aussitôt qu'ils correspondent à une équation (1) de l'espèce 
J'=N(z) (+ Dy? + boy + Co), 


a,, Vo, ©, étant des constantes. 

Si donc l'équation (1) (v = 3) n’est pas de la classe d’une équation 
à coefficients constants, il suffit, pour voir si elle fait partie des équa- 
tions cherchées, de reconnaitre si elle se ramene’a une de ces équa- 
tions particulières, par exeniple à l’équation 


je CRE) 
Y= play(@—2) +3] 


dont l’intégrale générale est donnée par l’égalité 
(ay +1)(y—1)? [(@ — 2) y +1] = const. 


Ceci nous montre que (1) s'intègre alors algébriquement, ce qui 
était à prévoir, puisqu’on connaît trois intégrales particulières de 
l'équation. Ces trois intégrales ne sont pas distinctes quand (1) est 
de la classe d’une équation à coefficients constants; on reconnait 

Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome IX. — Mat 1892. 18 
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algébriquement si l'intégrale d’une telle équation 


dy __: = -N(z)dr=dX 
yt GI t+ boy*+ Co 


est une fonction à trois valeurs de X, et l’équation s’integre alors par 


une quadrature. 7 
On serait arrivé aux mémes conclusions en se servant ae la forme 
réduite 
Y'= Y?-+ J(X) | 


de l'équation (1). En identifiant cette équation avec celle qui se déduit 
de l'équation de Riccati par la substitution 


yew 18 - (3 
(a) : of J' ice: = 7a 7 (rs . 


Une équation de cette forme définit, comme nous le savons, les inva- 
riants J d'une même classe d'équations (1) (v —3). Elle s'intègre sans 
difficulté ainsi que l’équation en y correspondante. Si l’on ramenait 


par une substitution 
Y=aY, X=9(X) 


l'équation à la forme canonique de seconde espèce 


7, = A FR )(vr— Xe Fit). 
on trouverait 
EX 
et Fu 
AIT: 


par suite, d’après (a), 
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L'équation cherchée ést done 


Er A WS D Et 
M RENE 


Elle s'intègre algébriquement. 


J 
a est égal: à une constante #, 


: ’ 
c'est-à-dire si l’équation se ramène à une PEU à coefficients con- 


Cette réduction n’est impossible que si — 


à l’équa- 


stants. 


tion (a); il faut pour cela et il suffit que soit égal à = a 7 


Ex 


9. Nous avons dit tout à l'heure que, chaque fois que v n’était pas 
égal à 22, on connaissait sans intégration au moins une intégrale de 
l'équation (1) et par suite de l’équation de Riccati à laquelle elle se 
ramène. Le fait, comme nous l'avons remarqué dans l'exemple v = 5, 
n= 3, est une conséquence même de la marche du calcul. Voici com- 
ment on peut le démontrer directement. 

L'intégrale de (1) est donnée par une égalité 


(ct) He) en eC ds ne AC + hy. 
(ror ine ag te, 


y vérifie une équation 

(3) y'=My?+ Ny +P, 

où nous pouvons he supposer M0, sinon on changerait y en 
+ et y se changerait en à Dans ces conditions, l'équation (6), trans- 
formée de (B) par la substitution (x) 

(B) P(y,z)7'=Q(7, +) 


a son second membre de degré 27, et l’ordre de son coefficient diffe- 
rentiel ne peut s’abaisser que si P ct Q renferment au moins un fac- 
teur commun (y —c)?. D’autre part, si ce facteur figure dans P à la 
puissance r, (r +1) valeurs de y deviennent égales à a, pour la valeur 
correspondante de y. Donnons à æ une me quelconque; l’inté- 
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grale de (1) qui prend pour 2 la valeur (x) n’admet ce point x que 
comme point de ramification d’ordre r—q +1, c’est-à-dire que les 
(r—-q+1) branches de cette intégrale constituent toutes les fonc- 
tions de æ qui satisfont à l'équation (1) et prennent en x la valeur c. 
Mais, d'autre part, l'équation («) définit (r+1) fonctions de æ qui 
jouissent de ces propriétés; ces (r + 1) fonctions coincident donc avec 
les (r — q + 1) précédentes; autrement dit, l'équation (x) se décom- 
pose. Mais, par hypothèse, l'équation (x) est irréductible, c'est-à-dire 
qu’elle ne se décompose que pour des valeurs exceptionnelles de la 
constante C. Done y(c) correspond à une valeur invariable de C quand 
a varie; 
PE 
est donc une intégrale de (1); 


RC AC UT ave FC 
Lie b6,-,cP +... + bic +1 


est une intégrale de (B) ('). Co Ge am. 

Donc chaque fois que v ne sera pas égal à 27, l'équation (1) s’inté- 
grera par quadratures. On connaîtra même en général plusieurs inté- 
grales de l'équation de Riccati. Cherchons d’abord à distinguer les cas 
où l’on n’en connaîtra qu’une seule. 

Nous pouvons toujours admettre que cette intégrale soit y=o 
[sinon on changerait y en y+ y,(a)| et que y = ne soit pas une 
intégrale; dans ces conditions, y dépend toujours de la constante C, et 
nous avons 


RTE op ARE 
y' =My?+Ny (Mo). 


ys SY + an +... + ay 


En formant l’équation en y, on voit aussitôt que le coefficient de y’ 
(de degré 22 — 2 au plus) contient en facteur y', tandis que le se- 
cond membre de l'équation est divisible par y*. Done, si les deux 


(1) On peut rattacher cette proposition au théorème déjà connu d’Euler : On obtient 
une intégrale d'une équation du premier ordre en annulant son Jacteur intégrant. Voir 
le Mémoire de M. Darboux Sur les équations différentielles du premier ordre ( Bulletin 
des Sciences mathématiques, 1878 ). 


4 


À 


Vea ve 
D 


~ 


* 


x 


EE ARR US EN PES ORNE AN PET 


pis 
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membres n’ont pas d’autres facteurs communs, on a 


Mos has Sy 
ou encore 
RS yp ss Sop 


Comme À est au plus égal an, ce cas ne peut se présenter que si 7 est 
inférieur ou au plus égal à v — 1. 

Passons aux équations (1) pour lesquelles on connait seulement 
deux intégrales particulières. Nous pouvons admettre que ces deux 
intégrales soient , 

y —=0;, Y=. 


Si ces intégrales correspondent à deux valeurs de la constante C, y dé- 
pend de C, et l’ona 


Hana. tay 
Go bpyP +. tt 


(p<n—t), avec = Ne 


Si ces intégrales correspondent a la méme valeur de C, on peut 


poser 
DT et Set Ve nn de 


us (Bp IP +. 0) 


avec y, = Ny; +P, (p<n—1). 
Dans les deux cas, on trouve 


vV=n+p—À+2. 


Toutes les équations qui n’appartiennent pas aux mêmes classes 
que ces équations que nous venons d’énumérer s’intègrent algébri- 
quement. D’une manière générale, si y —=«;(æ) est une intégrale 
multiple d'ordre À;, on a 


v—on—ÏX(};—1); 


cette égalité est analogue à celle qu’a donnée M. Darboux pour les in- 
tégrales algébriques. ; 

* Appliquons rapidement ces remarques à l'exemple v = 4, n= 3. 
On connaîtra en général deux intégrales de l’équation (1), soit y = 0, 


142 P. PAINLEVE. 


y = x. Si ces intégrales correspondent à deux valeurs de C, ona 


YAY A Ys nage 
By+1 ee 7 
done 
y! yl By'+ Bly x: 
ie a y +A By+1 
ou 


y'[2By?+ (AB+3)y+A] 
=Ny(y +A) (By +1) +B'y(y+A)—A'y (By +1). 


Comme on dispose encore du changement de fonction y = ay,, on 
peut supposer AB = —1. D’autre part, si l'on prend comme forme 
canonique des équations (v = 4) la forme suivante 


| 


\ ‘$s 72 : 7 
Sekine La na | 
: (L¥84-¥— 3.) | 


(l’un des J étant égal à X), l'équation qui précède nous permet d’é- 
crire aussitôt les conditions auxquelles sont assujettis ces invariants 
K, J,, J,,J,. Le cas où les deux intégrales y = 0, y = + correspondent | 
à la même valeur de C se traite aussi aisément. 21 

Pour que les racines du dénominateur soient égales, il faut que B 
et A (liés par la condition AB = — 1) soient constants; l'équation se 
ramène alors par une quadrature aux équations à coefficients con- 
stants. La quadrature qui reste à effectuer doit être algébrique. 

On formerait de même, à l’aide des égalités 


Y'=Ny+P, 


les types des équations v = 4, n = 3, pour lesquelles les deux inté- 
grales connues se confondent. 


10. Je n’insiste pas davantage sur ces applications particulières. 
Elles suffisent à montrer comment l'introduction de la substitution 


(3) Pa Ziad) 
kKYi+ hy 


D o(æx;) 


: 
4 


ut 
* 


PE ee 
Ù DA: à 


NT NE 


MEAT ATT ESR CE 


LE UT eRe EE ACR eRe 
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rend relativement faciles des calculs qui autrement seraient inextri- 
cables. 

Cette transformation rend d’ailleurs les mêmes services quand l’é- 
quation (1), au lieu d’être résolue par rapport à y’, est de genre p 
quelconque. 

Cherchons à reconnaitre si l'intégrale de l'équation 


QD Bis) se) |= 0 


ne prend que 7 valeurs autour des points critiques mobiles, le genre 
de la relation entre les constantes intégrales étant nul. 
L'intégrale s’écrit alors 


Ply, @)y" + Pal, @) v9! +... + P(y, 2) = 0: 


les P; sont des polynômes en y de degré m (si m est le degré de F 
en y’), et la fonction y est définie par l’équation 


y¥ =Mys- Ny =P. 


Le coefficient de la plus haute puissance de y’ dans F est de degré 
vy — 2m, quand on fait subir à cette équation la transformation (3) la 
plus générale, v est le degré du coefficient différentiel, par définition. 
Si le coefficient a une racine infinie d'ordre «, P, et P,_, ont « facteurs 
communs en y. De même, si ce coefficient à une racine nulle d’ordre 8, 
P, et P, ont 8 facteurs communs. Quand les coefficients de y”, y”~"', 
y”? admettent la racine y — 0, les polynomes Po, P,, P,, ... admet- 
tent un facteur commun, etc. 

Par exemple, si m’=2 et n — 2, on peut toujours se servir de la 
transformation (3) pour rendre nulle et infinie deux racines du coef- 
ficient de y”. Dans ces conditions, l'intégrale s’écrira 


Ay+B 
Cy + D 
ou bien ; 


Tete & 


. af Be 
Wy Peace 


avec 
y= My?+ Ny + P, 
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Cette forme de l'intégrale se prête à des calculs assez simples. On 
peut se rendre compte, avec elle, de la nature des équations les plus 
générales de cette espèce. Le degré de leur coefficient différentiel est 
au plus égal à 8, c’est-à-dire que leur équation s'écrit 


JA, (æ)]+ y'Aslr, (æ)1+ Aslr, (x)]= 0, 


A,, Ag, À, désignant des polynômes en y de degré 4, 6, 8. 

Quand l'équation (m'— 2, n= 2) est d’une forme plus simple, on 
connaît en général des intégrales particulières de l'équation de Ric- 
cati auxquelles on la ramène. Le raisonnement que nous avons em- 
plové au paragraphe précédent est, en effet, susceptible d'extension. 
Toutefois, les choses se passent ici d’une façon plus compliquée, à 
cause de la double nature des points critiques de l’équation (1), 


. ‘ d . . . ‘ d . ’ . # 
points où Se estinfinie, et points où a est indéterminée. La recherche 


de la limite inférieure de », au delà de laquelle l’équation de Riccati 
s'intègre par quadratures, nécessite une discussion détaillée (‘) qui 


nous entrainerait trop loin des équations rationnelles en y’, aux- 


quelles nous bornerons ces applications. 


+ 
(1) Voir à ce sujet une Note Sur 7’ intégration algébrique des équations du premier 
ordre (Comptes rendus de l’Académie des eas mai 1891), et deux Notes Sur les in- 
tégrales à n valeurs des équations du premier ordre (Comptes rendus, janvier et février 
soa). 
(A suivre.) 
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D a Aa NTA LS LS dd du dé 


SUR LA 


DEFORMATION DES SURFACES SPIRALES, 


Par M. L. RAFFY, 


MAITRE DE CONFÉRENCES A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


PREMIÈRE PARTIE. 


CARACTERES SPÉCIFIQUES DES SURFACES APPLICABLES SUR LES SPIRALES. 


ie 


1. Pour qu’une surface d’élément linéaire À dx dy = e“dx dy soit 
applicable sur une spirale, il faut et il suffit que, par un changement 
de variables 


= 


be 
462 


le produit AËn prenne la forme 


ental —y +f T(x! +y!) d(al+y’) 


ce qui s’exprime par l'équation 
(1) Ef — n'+ bwr— nowy =— 26. 
Il faut donc et il suffit qu’il existe deux fonctions € et y qui rendent 


cette relation identique. Pour trouver quelles conditions cela entraine, 
égalons à zéro la dérivée seconde de la fonction (1) prise par rapport à 


æ et y; il vient 
(E— 1!) @ry + vas, — NWxy2—= 0. 


Si nous représentons la courbure totale par — 26°, nous aurons 


1/4 
G) x le, 
Fr eb, ee ew+0, 
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de sorte que l'équation précédente s écrit 
(2) E— a+ E(ox+ Gr) —n(w,+ Gy) = 0; 
d’où, en retranchant membre à membre les identités (1) et (2), 
(2) £0).— n0, = 21. 
Au système (1) et (2), nous adjoindrons les équations qu’on déduit 
de (2), en différentiant séparément, puis successivement, par rapport 
a’ æet à y, savoir 


(3) El 6, + Eds — n0%y =0, 
(4) — 7/6,+ 0%, — ni: =0, 
(2) (E!— 10!) Oey + EOty2— na, =O. 


à 


Des équations (3) et (4), tirons £’ et 7, pour porter leurs valeurs 


dans l’équation (1); il vient 


ay Glee Gey ; Oxy GE 
c = + = — awe ne À — ae Ta Veal dy ) == tl. 
at ue ) ( En TS 


Si l’on pose, suivant l'usage, 


en désignant par AQ le premier paramètre différentiel de la fonction 4, 
on aura 
- 0 log A9 0 log A9 
1 te) aoe EMS 3: 
0) ae Voy. 


2t. 


De cette équation rapprochons l'équation 


00 00 

2) Es —n— = 21 

(2) up dye” 

et supposons d'abord que le déterminant fonctionnel de logA0 et de 0 

5 , . . . a à 

ne soit pas nul, ¢ est-à-dire que les lignes d’égale courbure des sur- 
faces considérées ne soient point parallèles. Nous pouvons tirer les 
deux inconnues £etn 


0 0 
— loge" A5 = loge! 
ay ; Ox loge" A6 


21— 
d(log AG, 5) ? “O(log 48, 0) ? 
d(x, y) CENTS 


(6) c= 


ae TE Vi FRE ta : x 7 pe . 
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etat ie invariant simultané 0, tee aa 

4 @ (logs, 6) ER Fa CRUE ; ney ÿ 

; she Oxy)” ae. 
ee es À LA oe 
7 FX O(log Ad, 0)? T1 **@(logAd, 0) FR 
nner à ces expressions ‘leur forme définitive, posons GR 
|, O(log A9, 8) | 7e Do 

TR a A(loge-t46) 7 é bs 

nous p ourrons écrire - nt 
+ : eye 2 loge” 0 AG, RME EEE a 
- fae we? 
our r abréger ; . . aS 
mi D ee 4 == or, == 4 =e, ( = loge A6. 


, 


{ Don 
| Pry) + D; be = 0; 


on conc se Ÿ est une fonction de ©. Soit ) = F(o); les deux 


PROMIS 


Ë si montre que le quotient Opt: x? est aussi une fonction de 9. 
Or on a visiblement 


pin Gey = Ag Gr. 
Mee ay? ‘7 


Nous arrivons donc à cette conclusion : 
Ve … a 4 P ° 
Pour que l'élément linéaire \ dx dy-convienne à des spirales, ul faut que 


deux invariants : : 
. O(log AQ, 0) A,(loge~" Ag) 


A( loge-9A0) A(toge-t A6) 
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soient des fonctions du seul invariant eA), où 9 désigne le logarithme 
de la demi-courbure totale changee de signe. 


Je dis que ces conditions sont suffisantes. Elles expriment, en effet, 
que les solutions (6) des équations (1)’ et (2)’ ne dépendent respecti- 
vement que de x et de y; comme elles vérifient, en particulier, l'équa- 
tion (2), elles vérifient les équations (3) et (4) qui en sont déduites. 
Mais, si l’on tient compte de ces deux équations, l'équation (1) de- 
vient identique à l’équation (1) qui est vérifiée. Donc les fonctions & 
et n, données par les formules (6), répondent à la question. L'élément 
linéaire À dx dy convient à des spirales. 


2. Revenons maintenant à l'hypothèse, primitivement exclue, où 
logA0 est une fonction de 0 (surfaces à lignes d’égale courbure paral- 
leles). Pour que les deux équations (1) et (2) soient compatibles, il 
faut qu’elles n’en fassent qu’une. Alors l'équation (1)’ nous échappe. 
Nous la remplacerons par celle qu’on obtient en éliminant &’— v/ entre 
l'équation (2) et l'équation (5) qui ne nous a pas servi jusqu'ici. Cela 
ne sera possible que si l'équation (5) n’est pas une identité, c’est- 
à-dire si la dérivée 9), est différente de zéro. 

Or je dis qu’elle ne peut pas être nulle. En effet, on aurait alors, en 
désignant par X et Y deux fonctions inconnues, l’une de 2, l’autre de y, 


@—=logX+logY, e=XY, e? oo = 


Mais, les formules (6) devant être indéterminées, le produit e°A% se 
réduit à une constante. On aurait done 


TN NT I N be 
Cy: SE Kee 


C DOC à SLA 


1 


la surface serait développable, ce qui est inadmissible, quand e° n'est 
pas nul. 

On trouve encore une surface développable, en supposant nulle 
l’une des fonctions X et Y. 

Laissant ces développables de côté, nous aurons, par la combinaison 
indiquée, 


uv - 
Wy 59 


0 0 
—]Joge A. 0 — 1 —loze— A. 6 = 
710: 3 f oy loge" A,8 = 0. 


| 
| 


et TE 


1 


+ 


x 
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Supposons d’abord que cette équation soit une identité, c’est-à-dire 
qu'on ait à la fois . | 

e-Ÿ A9 — const., e-VA,0 = const. 


Les deux invariants A6, A,0 sont des fonctions de 0; alors l'élément 
linéaire 0 dx dy convient, comme on sait ('), à des surfaces de révolu- 
tion. Il convient, en outre, à des spirales, ainsi que nous le montre- 
rons bientôt. 


Ces cas particuliers écartés, nous résoudrons les deux équations 


ay" ae loge-9A, 9 — n loge 4,50, 
(2-)' 7 00 CRE 
© dx Ton pie 


qui ne peuvent évidemment pas se confondre, l’une ayant pour second 
membre zéro et l’autre 27. Nous trouvons ainsi 


pes Val 2 loge-?A,9 
8) FA ER = ir i 
(8) — 2" 90g A, 4, 0)” He 0 log 4,6, 0) 


(x, 7) (x, y) 


Ces formules ne different des formules (6) qu’en ce que A6 est rem- 
placé par A,0. Il suffira donc de répéter le raisonnement fait plus haut 
et l’on prouvera que les deux invariants 


@(logA,9,9)  A,(loge-*A,6) 


Aloge-1A,9) A(loge-9A, 9) 


sont des fonctions du seul invariant eA, 9. De plus e A8 est constant. 
Nous allons voir que ces conditions, qui sont nécessaires, sont suf- 
fisantes. En effet, elles expriment que les formules (8) donnent pour £ 
une fonction de æ seulement, pour y une fonction de y seulement. Ces 
fonctions vérifient les équations (1)” et (2)’, d’où on les a déduites. 
Elles vérifient done aussi les équations (3) et (4) qui résultent de 
l'équation (2). D'autre part, elles vérifient aussi l'équation (1) qui, 


(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. CIX, p. 661. Vou aussi DarBoux, 
Theorie des surfaces, t. Ul, Livre VII, Chap. II. 


150 L. RAFFY. 


dans l'hypothèse où et A9 est constant, n’est pas distincte de l’équa- 
tion (2). Or nous avons vu plus haut que les équations (3), (4) 
et (1) entrainent l'équation (1). La proposition est done démontrée. 


3. Il semble qu'il y ait crois conditions d’applicabilité dans le cas 
que nous venons de traiter. Mais nous montrerons, dans l’article qui 
suit, qu'une surface pour laquelle e°A4 se réduit à une constante est 
applicable sur des spirales quand l’invariant 


O(logA, 9,0) 
A(loge-1A,6) 


est une fonction de e-ŸA,0 ou encore, ce qui revient au même, quand 


l'invariant 
O(e1A,9, 0) 
A(eŸA,6) 


est une fonction de e°A, 0. 
On peut simplifier aussi l'énoncé des deux conditions d’applicabi- 
lité obtenues dans le cas général; elles reviennent, en effet, à ceci : 


les deux invariants 
O(e-1A9,0) A, (eA) 
A(e-9A6) * A(e-% AG) 


sont des fonctions de e-° Ad. 
En résumé, nous arrivons à ces conclusions : 


Rice ('). — Pour reconnaitre si un élément linéaire donné convient à 
des spirales, on calculera la courbure totale — 26° (qui ne peut étre con- 
stante sans être nulle) et l'on formera l'invariant e~ AN. 

St cet invariant ne se réduit pas à une constante, on Jormera les deux 
invariants 

@(e~9A9,G)  A,(e-8A6) 
A(e-9A6) > A(e-9AG)’ 


et Von devra vérifier que chacun d'eux est une fonction de eA. 
St Vingariant e* A0 est constant, on calculera Vinvariant eVA,0. Si ce 
dernier est constant aussi, l'élément linéaire donné convient à des spirales 


(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. CXII, p. 850. 
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en même temps qu'à des surfaces de révolution. Si l’invariant eA,0 n'est 
Pas constant, on formera 
O(e-1A,0, 0) 

A(e-5A,0) ” 


el ce nouvel invariant devra être une fonction de eA, 0. 


Pour justifier assertion qu'une spirale ne peut avoir sa courbure 
totale constante, à moins d’être une développable, rappelons que, 
quand une surface a comme élément linéaire 


dS=hadndy—edrdy, 


sa courbure totale est donnée par la formule 


our et. 


§ 


Or nous représentons la courbure totale par — 2e’; nous avons donc 


toujours 
Cine. 


Dans le cas des surfaces spirales, w est de la forme 


o=—i(x—y)+ fT(e@+y)d(a+y); 


il en résulte qu’on a 


\ 


&= Ta + y)e-I Mary d@rn elle-y), 


Ainsi e°® est le produit d’une fonction de x+y par l'exponen- 
tielle e?-”, Ce produit ne peut être constant que s’il est nul. 


PaO NE NE AT 


a 


IT. 


A Le) ui 


4. Discussion du cas où l’invariant e A0 est constant. — L'hypothèse 
actuelle entraine visiblement cette conséquence, que le paramètre AQ 
est une fonction de 0, c’est-à-dire que les lignes d’égale courbure sont 


parallèles. 
L + # LA 2? Là bf Ld SJ 
Nous partirons donc de l'expression générale de l'élément linéaire 


RUE SL SE aah LR Eee 


NE GR PE VE 


. + à me M 


et nous exprimerons d’abord que le produit eH A0 ¢ ou son eal eye 
_est constant. Lorsqu’ on à ! re 


Bie ds* = du? + G dv?, 


la courbure totale — 2¢ est donnée par la formule connue 


. = 


I PVG 
eve du? 


Dans le cas présent, on trouve par un calcul facile 


— 2e0— 


(a) 2 — = NP ae TF 


D'autre part, la formule générale 


a tole, (ae) 
appliquée à e°, qui ne dépend que de w, donne simplement 
de®\2 
Oat pec ae 
_ #=(&) 
La premiere équation du probleme est done 
; 
(Tr) = const. 


On en déduit facilement 


ce qu'on peut, sans restreindre la généralité, écrire ainsi 


(4) 2€) — LAC mt 


us 


n désignant une constante arbitraire, différente toutefois de zéro et de 
l'unité, valeurs qui ne donneraient que des surfaces développables. 
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Ainsi, la condition que l’invariant e~A9 soit constant s’exprime par la 
formule (4) et détermine la fonction U par la relation 


(2)! fsa SAE 30) 
du? VU’ VU’ 
Pour intégrer cette équation, remarquons qu’elle admet la solution 
I 
VU’ 
comme elle ne change pas quand on change x en 1 — », elle admet 
aussi la solution 


us 


I 
ee a A, 


VU’ 


Si done les deux nombres z et 1, x ne sont pas égaux, c’est-à-dire 
si 272 — 1 est différent de zéro, l’intégrale générale sera | 


É 
— = au" + bu'-*, 
VU’ 
a et b désignant deux constantes arbitraires. On déduit de là 


pve. u?2?r—2 a: ur? 
Ed (au?n-1 + by Et (a re by -22)\2 


Quand les deux constantes a et b sont différentes de zéro, il vient 


I 
(1 — 2n) a(au?"—! + by’ 


(5) U— 


en négligeant la constante d'intégration qu'on peut faire rentrer dans 
la fonction V. Dans le cas contraire, on pourra prendre 


u?2r—1 ui—?r 


(6) ee 7 ou LE 


(1 -2n)a. 


suivant que a sera nul ou que 6 sera nul. 
Faisons maintenant l’hypothèse 2 = ;. L’équation 


Met I 
a es a 
du? VU AVAL 
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« ai 
os’. 


x 


‘admet toujours la 
À . ¥ | | | | ; > Rs 
i sau Vu; Le 


ce qui permet d'obtenir aisément l'intégrale générale 


oe = Vutalogu b), 


_aet b étant les deux constantes arbitraires. On déduit de là 
he | 


I 
| De et 
= u(alogu+ b} — 


Négligeant, comme tout à l'heure, la constante d'intégration, on 
pourra prendre _ L 
I logu 
(7) : U @ log cu ou A es 
suivant que a sera différent de zéro ou égal à zéro. La nouvelle con- 
stante C se réduit à l’unité quand b est nul. 


= 5. Ces préliminaires posés, considérons l’invariant eŸA,0. Lors- 
qu'on à | > 
-  ds*= du?+ G dv, 


* le second paramètre différentiel d’une fonction + est donné par la for- 


mule : : 
RTE 09 SIA TELE A 
FT du (vest) TG ® i Sap 
Si l’on prend pour » la fonction 9, qui satisfait ici à la relation 


ree te a!) 


9 
2€ 
u? 


et qu'on remplace VG par sa valeur (U — V): YU’, il viendra 


A.0 __2V0 à U—V 
el pe a Tr uVU! 


Did in du, i | en 


uJ 
=) 


Vek 
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ce qui peut s’écrire 


On a donc finalement 


6 Se HT US, 0 I 
ls es enn (tv ae uh” 


Nous pourrons, dans la suite, substituer à eA, 4 l’expression 


U! | Bd 
8) YA PLEASE RE 
(8) ? “a v 7) 
qui en dépend linéairement. 


La forme analytique de l’invariant e~°A, va nous permettre d’éta- 
blir le premier des théorèmes que nous avons annoncés plus haut. 


6. THÉORÈME. — Sz un élément linéaire est tel que les deux invariants 
e° AO et e°A, 9 se réduisent à des constantes, cet élément linéaire convient 
a la fois a des surfaces de révolution et a des spirales. 


En effet, cet élément linéaire est réductible, d’après ce qui pré- 
cède, à la forme 


(U tah dv?, 


(1) ada U 


la fonction U ayant l’une des expressions (5), (6) et (7) précédem- 
ment obtenues. 

De plus, l’invariant e-°A, 4 étant constant, la fonction 9 se réduit à 
une constante, ce qui exige qu'il en soit de même de V. Donc déjà 
l'élément linéaire convient à des surfaces de révolution. Mais, si l’on 


U! UW’ or LR ne 
u (+ — wT) == COnSL. (7 1) 


pose 


ou, ce qui revient au même, 


EUR 


wo 
D'après cela, l'élément linéaire (1) devient 


dy : 
ds?= du? + purs : is 


il suffit de poser ¢ = ¢” pour le ramener à la forme homogène 


2 2r—2 
d= du" + fe (<) de. 
o u 


Donc.cet élément linéaire convient à des spirales, si toutefois l'équa- 


tion | 
Ue Vi 


vu 


s’accorde avec l’une des formules (5), (6) et (7). Or on vérifie aisé- 
ment qu’elle ne diffère pas de la seconde des formules (6). ; 


z= ute" 


7. Nous allons maintenant justifier notre seconde assertion. 


Tutontme. — Se un élément linéaire est tel que l'invariant e~*A9 soit 
constant, mais non l'invariant eŸA,0, et que le rapport 


A(e—A, 6) 
O(e-°A,6, 0) 


soit une fonction de eA, 4, cet élément linéaire convient a des spirales. 


% 


En effet, cet élément linéaire est réductible à la forme + 


(UNE 


2 — 2 
(1) ds? = du? + i 


2 
dy?, 


la fonction U ayant l’une des expressions (5), (6) et (3). Nous avons, 


de plus, à exprimer que, si l'on pose 


8 iad ae aA 
(8) Oh eee rs 


[ul 


by 
« 


ROME TPE RU 


Na del at de 


A 
AX 


Nie ee LA dia WE a ah TRE 


ER 
ë 
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le rapport 
Ao 
(9) po 
= 6,0 


est une fonction de © seulement, 0 étant toujours donné par la for- 
mule (4), d’où résulte 

ONE 2 90 

TES MNT T 


Rappelons les formules qui définissent, quand l'élément linéaire est 
donné sous la forme (1’), les deux invariants A et © 


pe OG aT DENT is St 0 08 0% 09 
Mer (3) = a (3) : d'a Ge av Ov Se) 


Si l’on a égard aux valeurs des dérivées partielles de 0, et si l’on rem- 
place G par (U — V)*: U’, on trouvera 


at) 
. Ou (U —V)? \ de ie Uy Pec. JU ee 


2 — 2e = — = u ¢ 
7 VU’ do VU % Gv 
U—V 0e 
Telle est l'expression qui ne doit dépendre que de ©. 
Remarque préliminaire. — Avant d'aller plus loin, il convient de 


prouver que la fonction V ne peut plus désormais être supposée con- 
stante. En effet, 0 ne dépend que de w; si V est constant, © et par suite 
eVA,0 ne dépendant que de w sont des fonctions de 0. Le déterminant 
des équations (1)” et (2) de l’article précédent est nul; ces équations 
ne sont compatibles que si la première se réduit à une identité, c’est- 
à-dire si e°A, 4 est constant, hypothèse qui vient d’être étudiée et qui 
est maintenant exclue. 


8. Cela posé, en vue d’exprimer 9, eto,, faisons 


wU" 
(10) : R= QU 
la formule (8) devient 
uU' 
(8) 9= poy -RÀ 


PAU Se aah 
14 . eae 
Ba 
PER te 
SN 


LE 


~ Par 
. 


a ee 
Le RAFFY. = pia a Ge es 74 
On en déduit aisément gi, et 9). Si dans les expressions 44 ces 
vées on remplace U — V par sa valeur AE 
uU’ 
(8)" U-V= oR 


tirée de l’équation (8), il vient 


f y’ 
(11) | Qu ay (e+ BR, Qu 


en posant, pour abréger, 


(13) ; icy nee OR Det 


Nous pouvons maintenant, grace à ces formules et à la relation (8)”, 
exprimer 2) par une somme de termes où ne figurera plus U — V. On 
trouve ainsi 


Pv ee v' | 
(9) D RD + a U VU’ (o + +R}. 
Il est avantageux d'introduire 9 dans l’expression de |, parce que, 
devant égaler à zéro le déterminant fonctionnel" 


Ib 9) __ = (+ + Sto) oe (Se + = OY de _ dy de 


d(u. 9) Oy du} dv dv ' 09 dv/0u du dv dv du’ 


nous pourrons, dans le calcul des dérivées partielles de Ÿ, regarder 9 
comme constant, ce qui simplifie. On a immédiatement 


oF EE se | | Vien ae] 


oP a u U' VU! Vio +R) | }o+R u U' VU! 
pat 1, “U! VU’M | 
2(uR 2RR Ye +R” 


Poe Viens u U'VU'M: Lis 
none MT VU’ VAR) 
Je dis que la différence wR’ — 2RR’ est nulle. Posons en effet YU’ = e*; 
l'équation (2) devient 

u(o?—s")—n(n—:1). 


La définition de R donne 
R= we 


D à) LL Là LL LS dé à à) 


ay a Te 


~ 
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d’où, tirant o’, o” et substituant dans l’équation précédente, on déduit 
R+R—uR'—=n(n—:1) 
Il n’y a plus qu’à différentier pour trouver 
2RR'— uR’=0. 


Ainsi les deux dérivées partielles de Ÿ ont un facteur commun. Si on 
les substitue, ainsi que les expressions (11) de 9/, et de ©, dans le 
déterminant fonctionnel qu'il s ’agit d’ AnAMeS on obtient l'équation 
du problème 


V'(@+R}  uU'VUM° | (MU'V’ Re uv Ut) |. he 
| wu’ VU rn | ean Too | bre 
Son premier membre est un produit de deux facteurs. Mais j je dis que 
le premier ne peut pas étre supposé nul. En ‘effet, il se décompose lui- 
même en deux autres qui ne diffèrent que par le signe de VU’. Si l’on 
égale l’un de ces facteurs à zéro, on trouve — 


uU'/U'M — V'(9 +R)'=0, 
ou, en ayant égard aux formules (8) et (12), 
(U — V)[R'(U — V)?— (2R +1)(U — V)U'+ &U2] — Vie VU’ =o. 


Or si l’on donne à la lettre V, qui peut être prise pour variable indé- 
pendante (en vertu de la remarque faite au début), la succession des 
valeurs variables de la fonction U, on arrive à cette contradiction, que 
la dérivée V’ serait identiquement nulle. 

En conséquence, nous n’avons plus à nous occuper que de l'é- 
quation 


MU'V" 3R' (uU! VU’) 
(13)! or 9 


= —.| V’(9o+ R)?=0. 
\ eh uU' VU’ | a seg 


Nous devons en tirer la fonction inconnue V, sachant que U a l’une 
des formes (5), (6) et (7). Pour y arriver, il convient de faire deux 
hypotheses, R’= 0 et R’# 0. 


à- aire: ae de a ; 


R= we cs ces == = 


On tire de la immédiatement 


= I 
(14) Ul Le > wU! Vo = cant’ 


Cc urn 


et, en vertu des formules (8) et(r2), + 


ae oy ey Ne uU'[(22 —1)(U—V)+ au], 
(Rags Ty ra (U—V)? 


En conséquence, |’équation (13) devient 

(15) V" [(an—1)(U—V) + uU'] + (3n2—1)V?=0, 

d'où trois cas à distinguer : 1° V’A0 avec 2n —14 9; 2° V’ Ao avec 
2 —1=0; 3° VW =o. 


Premier cas. — Ce 0,27 —1 me o. L’équation (ra) peut s’écrire 


(2n—1)U+ ull + (32—1) Ve -—(2n—1)V=o0. 


Les termes en wet les termes en ¢ sont séparément constants. On peut 
même supposer les deux groupes nuls 


LW 2n—I Vv" 3n—18 


Ms iG ts Ur D 
U u à vy" ani VO 


à condition d'augmenter U et V d’une même constante qui n’influe pas 
sur la différence U — V. Les équations ainsi obtenues s’intégrent faci- 
lement. Si l'on néglige la constante arbitraire qui s'ajoute à +, on 


trouve 


1—2n 


LAN VoBu?; 


le premier de ces résultats s'accorde avec la seconde des équations (6). 
Avec ces valeurs de U et de V, l'élément linéaire (1) devient 


urn 


( 1—2n\2 
ds? = du? san uk Awi-**._ Rp. € Ÿ de 


| mt de et sr 


* po ur Put fost acquérir la forme 


2 bé: 
LE LEE yo 


ui-2r Brin) urn (27—2 qj? ‘ k ‘ pr 


CU , : ae 
ae Cali ve ed “3 ela 
el | Vice = 0 3s k Fi 
à Re Tui W. : . ‘ ae 
PAU fd 


donne évidemment À aaa 
5 a= | TI2 f i f ; + 
Fr uU'=— —  =const.=n. ’ 


: > ; Vi 
- Ke ‘ é oe | 
On déduit de là, en remplaçant 6 — 9% par ¢, es 


V=logBe™, U=logAu*, 


a ne résultats dont le dernier s'accorde avec la seconde des formules Gr) 


es L'élément linéaire devient alors 


É Au® 2 | 
LEE ds? = du? + fs « (tog At de, - - ay 1 | 
Pee ou cnpusante = Ve, AB =C" 
| L ' 
(17) Ee Cire Des 7 (tog +) “de. 
- Étant homogène et de degre zéro, cet élément linéaire convient à des : : 
 spirales. | 
| Troisième cas. — V’ = 0. L'équation (15) exige seulement 
ate - Ress. 
L’équation (14) donne alors 
2) 
| WATTS 


~ —" a 


On pourra donc, puisque V’ = 0, prendre 


4 Le, 
wag PGA Bo), 
Ann, de VEe. Normaie. 3° Série. Tome IX. — Mar 1892. DL 


2} r Ê 
NA PS ut 
ds? = du? + 9 + (aw ia) ae, 


ou, en faisant » = Vt, | : 
ee ay. 20 (aw = Be). 2 1: 
yam; dear se Os 


+ 
L 


-il est homogene et de degré zéro, comme les deux beeen Il con- 


vient donc à des spirales. 
Ainsi il est prouvé que, dans l’hypothèse R’ = o, l'équation (13) ne 


: fournit que des éléments linéaires de surfaces spirales. La forme (17) | 


est une dégénérescence du type (16); la forme (18) en est un cas par- 
ticulier. ; 


10. SECONDE HYPOTHÈSE. — Faisons maintenant l'hypothèse R’= o. Si 
l’on tient compte des relations (12) et (8), l'équation (13) pourra 
s’écrire ainsi 


a LR (U = Vis GR +) (UV) U ay 


+ 3R [uv aU'(uu' VU) ee |= = 


3R'u U'VU' 


ou encore, eu égard à la définition de R, 


ae | y EU — Vi (aR + 1)(U— — V)U' + «U”] 
19 ; 
| +3R LE Che -v| = 


3R’ 


Dans cette équation, nous allons substituer celles des expressions (5), 
(6) et (7) de U qui n’annulent pas R’, savoir 


we” 1 
(5) Mates D Ey [(22 —1)ab 0]; 


i 


CAE Seay" ATT oF 1 (aco). 


Res mi À r ee LA ne 
‘i ae à } NE -3(an DE nr AMIE 
- ) À à . Ne 


ou, en tenant compte de la formule (5), 
D: A 


# - _ 


- (20) ue (on —nerven— senna = sae | =e 


3(2n —1)?ab 


il oe ici distinguer deux cas suivant que 3n — 2 est égal à zéro ou 
différent de zéro. 


Dans le premier cas, les deux termes de l'équation contiennent en | ae 
4 : C 
_ facteur le même binôme linéaire en V. La solution correspondante doit SA 
être écartée, parce que V serait constant; et il reste NT 
vv" 
a = 3, 
V 2 


Cette équation donne, en négligeant la constante arbitraire qui 
s'ajoute à 9, 


' 


DE MR CR 
_ D'autre part, puisque r —?, ona | 3 
£ is ay 

d “A u= 5 

J a(au + b) 

= l'élément linéaire (1) devient alors —_ 
4 oe ae , ae 
he, ds? = du? + [AV + eau +0)| « : —; 
Ex oe F 


¥ “ete a & à 
a plus qu’à poser 


‘ 
‘ 


pour le mettre sous la forme homogène | 


hatch 4 et ALT 
ds = du? + LE Gaz Paes. ale 


ce qui prouve bien qu'il convient à des spirales. 


_ Soit maintenant 3x — 20. Pour intégrer l'équation (20), nous — 

poserons | 

VV VV vr 
A > ee Un à dV caramels QUE 


la fonction V étant prise pour nouvelle variable, et il viendra 


ava I ? 3n—1 sut 
ave [y+ me | —3|V+ seat | cone 


~~ 


ce qui peut s’écrire 


V,  3V+mh 


pan) M (01 5b 


en faisant, pour abréger, 


I _ 3n—1 


= —— m= 
(2n —1)ab’ oY ear 


L’équation (21) intégrée donne, avec une constante arbitraire C; 


aV 
cV,=C— =v (V+ h)3 “ 
d’où l’on déduit 
h 


dpe CV ( jhe 7) 4, 


ou, en désignant par w l’inverse de V, 


do = — ew(hw +1)"-3 dy, 


6nr—k 


re dut. à ee Ghee [ote +1) + gee Ce + de D : 


ya nite qu’a poser 
a —b(hw +1) =— ae 


— 


jour arriver à la ee homogene et du degré zéro 
“ dst du + Arar ite g2n- 1} yr—n? (-2” as, 
¢ qui prouve que l'élément linéaire convient encore à ee spirales. Il 


rentre d’ailleurs visiblement dans le type (16). 
_ Substituons enfin dans l'équation (19) la valeur 


ol oO | n Ne pa (ae 540), : : i ; wt 


qui donne, par un calcul facile, 


L’équation proposée devient 


Ve e / [T2 "A I 2 ï ‘ 
VE Ne a?(U?—V ) + a ] = 90 ss aa) = 0 


ou, en tenant compte de l’équation (7) qui donne wU’= a* U?, 


De {SUR PME 
ed ve —V ae? 
Prenant pour nouvelle variable la fonction V, il vient 
at : Poy. i 
BV Ve oat NV 


d’où l’on déduit, en intégrant et désignant par y une constante arbi- 
traire, | ie ; 
> : Dot 
Wag =e. 


‘Si Pon paren cette expression de dy ainsi qe ia valeur (9) de U dans a 
l'élémen t linéaire, on trouve 


p LÉ + 


: ) x vi -— 4 
ds? = du? + (se + A ue °“dw?, 


“ 


ou bien, en posant w = — a? loget, 


’ | \e 
ET AU si dst = du + eye (log) de. 


Cet élément linéaire, étant homogène et de degré zéro, convient à 
des spirales. Il ne diffère pas d’ailleurs de celui que représente la for- 
mule (17). 

Ainsi se trouve établi le Dore énoncé au n° 7. En le rappro- 
chant de celui qui le précède (n° 6) et des résultats obtenus au début, 

ona la démonstration complète de la règle (n° 3) qui fait connaître 
les caractères spécifiques des surfaces applicables sur les spirales. 


F (A suivre.) 


Re a Æe debat. 


SUR LA 


DÉFORMATION ÉLECTRIQUE DES CRISTAUX, 


Par P. DUHEM. 


Dans mes Leçons sur l’Électricité et le Magnétisme, j'ai montré briève- 
ment (Livre XH, Chap. IV) comment la théorie que j’ai donnée, au 
sujet des déformations électriques des corps isotropes, pouvait s'étendre 
de manière à rendre compte des changements de forme que les cris- 
taux éprouvent dans un champ électrique; j’ai développé particulière- 
ment le cas où le cristal étudié est assez faiblement diélectrique pour 
que l’on puisse négliger, dans l'expression des six déformations, les 
termes du second ordre par rapport à l'intensité de la polarisation. 

Ce cas avait déja été traité, peu de temps auparavant, par une mé- 
thode analogue, dans un écrit de M. F. Pockels ('), privat-docent a 
l’Université de Goettingue; au moment où j’ai rédigé mes Leçons, je ne 
connaissais pas cet article, qu’une aimable Communication de l’au- 
teur m'a révélé récemment. 

On sait comment ont été découverts les phénomènes auxquels s’ap- 


_ plique la théorie donnée par M. F. Pockels. MM. P. et J. Curie avaient 


montré que certains cristaux s’électrisaient lorsqu'on les soumettait à 
une compression; M. Lippmann démontra théoriquement que, st une 
certaine face d’une lame cristalline s électrise positivement lorsqu'on sou- 
met cette face à une compression normale, inversement, la lame se dila- 


(1) F. Pockets, Ueber die Aenderungen des optischen Verhaltens und die elastischen 
Deformationen dielektrischer Krystalle im elektrischen Felde (Neues Jahrbuch fiir Mi- 
neralogie, Geologie und Palæontologie. Beilageband VII, p. 201: 1890). 
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tera dans la direction normale à la force, si l’on électrise cette face positive- 
ment (*). MM. P. etJ. Curie (?) soumirent cette conséquence théorique 
à des vérifications expérimentales. 

La loi de réciprocité de M. G. Lippmann apparait comme un cas 
particulier du Principe du déplacement de l'équilibre, que M. F. Braun (*) 
fait découler de la notion générale de stabilité, et dont j'ai donné ré- 
cemment (*) une démonstration fondée sur la théorie du potentiel 
thermodynamique. Mais, si l'on voit immédiatement que la loi de 
réciprocité entre les phénomènes piézo-électriques et les déforma- 
tions électriques des cristaux hémièdres doit découler du principe 
général sur le déplacement de l'équilibre, la démonstration directe de 
cette loi présente, cependant, certaines difficultés. M. Pockels a exposé 
cette démonstration pour le cas simple étudié par M. G. Lippmann. 
Nous nous proposons de l’aborder ici dans toute sa généralité. 

Imaginons que l’on ait donné à un cristal piézo-électrique homo- 
gène de petites déformations quelconques, qui le laissent homogène. 
Soient 


_oU av _ ow 
MIS he Pre gee De Oz > 

aw av QU  0W av dU 

G = = — Gal | de RE, eee | I>. <a 

Ont de Hitch gerne piesa ART, 


les six déformations, qui ont la même valeur en tout point (x, y, =) 
du cristal. 

La polarisation (.t, w», ©) aura aussi la même intensité et la même 
direction en tous les points du cristal. Les composantes de cette pola- 
risation seront, en conservant les notations de nos Leçons sur U’ Electri- 


(1) G. LippMANN, Principe de la conservation de l’Electricité (Annales de Chimie et 
de Physique, 5° série, t. XXIV, p. 145; 1881). 

(2) P. et J. Curte, Déformations électriques du quartz (Comptes rendus, t. XCV, p.914: 
1882), 

(3) F. Braun, Ueber einen allgemeinen qualitativen Satz für Zustandsänderungen 
nebst einigen sich anschliessenden Bemerkungen, insbesondere über nicht eindeutige Sys- 
teme ( Wiedemann’ $ Annalen, t. XXXIII, p. 337; 1888). 


(*) P. Dunem, Sur le déplacement de i ‘équilibre (Annales de la Faculte des Sciences 
de Toulouse, t. IV, N; 1890). 
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cuté et le Magnetisme (t. Il, p. poe données par les équations 


‘a (Oud + dap + 9, 3V), 
(1) k juss a. wp (Sard + dant + 325), 

\ a TO Su O39 + 033”) 
avec 


A=1,D,+4 D.+4 D3+4 G+k G+t Gs, 
(2) p=m,),+ m,D,+ m,D;+ m,G,+ m;G,+ m,Gs, 
(ty — hy D, + Ng D, +— Na D, + Ny, G,+ 7; GE N¢ (Ge 


Imaginons maintenant le cristal soustrait à l’action de toute force 
extérieure; plaçons-le dans un champ magnétique uniforme, tel que 
les composantes de sa polarisation prennent en chaque point les va- 
leurs 2, vs, ©. Il éprouvera des déformations qui le laisseront homo- 
gène; soient 


du dv Ow 
A, =— 0 ) À Oy’ A; =e ae ) 

ow ov du dæ de du 
+ dy | 02’ Pi ane Bie aa oh dy 


les six déformations qui auront la méme valeur en tout point du 
cristal. Ces six déformations seront données par les égalités [ loc. cit., 
p- 472, égalités (12)] 

QA, + Ay Ay + Gy3A3+ ay,0 y+ A502 4+ aye Ty = + mV + 2,2, 
Aa, Ay + ro Ag+ G3 Ag+ Ay, 0, + Go + als = bd + mb + ne, 
Az, Ay + Ag, A, + a+ a3, 0, + asso + as = lb + m3 vb + 13 ©, 
dis Ay + yg Ag+ Gy3A3 + Qui + ays P+ aye Py = Uo + mir + ne, 
As, Ay + sg A, + @33A5+ 45,0, + a+ als lib + ms vb + nsf, 
Gg, Ay + Aq Ag+ Ge3 Ag+ doi + a5 V2 ac V3 = db + me Vb + ne. 


Multiplions les deux membres de la première égalité (3) par D,, 
les deux membres de la deuxième égalité (3) par D,, 
les deux membres de la troisieme égalité (3) par D,, 
les deux membres de la quatrieme égalité (3) par G,, 
les deux membres de la cinquieme égalité (3) par G,, 
les deux membres de la sixième égalité (3) par G 
Ann. del’ fie. Normale, 3° Série. Tome IX.— Juin 1892. 22 


| be del a es NE pourra s’ 


(a1. D,+ ay2D.+ a45D5 + LT Gi + 4156 fon PUS 
+ (an Dy + A.D. + 3 Ds+ ay, Gy + dz; Gr + PATALA 
1 + (an Di+ a32D2+ a33D3+ Gi Gi + ass G: + a36G3)A3 
+ (au Di + Gus Do + Gus Ds + Gus Gi + is Gr + Ao G;)T, 
+ (as Di + a52D2+ a53D3+ 3, Gi + ass G, + a5G5)T; 
+ (as Di + a62D2+ des Ds + a6, Gy + O65 Ga + Ao Gs) Ts. 


Le second membre deviendra, en vertu des égalités (1) et (2), 


(4 bis) ré pute Ooo? + 0339? + 202349 + 203, VA + 22). 


Cette quantité (4 bis) n’est autre chose que ce que devient la fonc- 
tion ; 


— 29110? + O28? + O33y? + 2923 BY + 29317% + 21220) 
par la substitution linéaire 


2 (Oy, + 9128 + Pi3Y) = A, 
2 (Dai X + Para + Das) = Bs 
2 (O31 € + 9328 aie %337) — Y, 


qui donne (doc. cit., p. 298) 
a= a (duh + dia pt + 043%), 
B= sp (212 + Sap pt + 325), 


7 = Gui À + sept + O53). 


Or, la distribution d’équilibre diélectrique sur le cristal n’est stable 
(loc. cit., p. 312) que si la surface 


Qui À” + Don (2? + P33Y* + 2P23 By + 2931, YA + 201208 — 1 
est un ellipsoide réel. La forme 


Par + Pa? + O33? + 202387 + O31 7% + 21248 
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est donc une forme quadratique définie et positive, et la quantité (4 bis) 
est une forme quadratique définie et négative. 
Soient 
N,, Ne, N;, Ti, To, T; 


les six composantes des pressions à l’intérieur du cristal, lorsque les 
six déformations ont les valeurs 


D;, D;, D;, G,, Go, Gs. 
Nous aurons 


41D, + a+ a3D3 + ay,G,+ a,;G.+ a,,G,+ N,=0, 
AD, + a D; + ao3D3 + Go Gi + ag; Go + Ao,G3-+ No — 0, 
ay Di + as D: + a33 Ds + au Gi + Gus Go + A36G3-+ N3— 0, 
1D, + aDi+ as Ds+ au Gy + 43 G_+ GG + Ti —o, 
an Di + A32D2+ a53D3 + a5 Gi + a55G2 + 5 G3 + T, = 0, 
agi Di + G62 Do + 63 Ds + a5, Gi + 55 Ga + 55 G3 + Ts = 0. 


Si l’on tient compte de ces égalités et si l’on se souvient que la quan- 
tité (4) est toujours négative, on trouve l’inégalité 


N,A,+ N,A,+ N3A,+ T, T,+ T,T,+ T,T;> 0. 


Multiplions par dx dy dz; intégrons pour le volume entier du cristal 
et nous aurons 


(5) fdr N.A.+ N;A3 + Ths LT +T, Er + JA IE dy dz Sy 


Remplacons A,, A,, A;, T,, T,, T, par leurs valeurs en fonction de u, 
v, w, et effectuons des intégrations par parties. Le premier membre de 
l'inégalité (5) deviendra 


=< | [N, cos(n;, x) + T; cos (n;, y) + T, cos(n;, 3)]u 
+ [T, cos(n;, x)+ N, cos(n;, y) + T; cos(n;, 5)]¢ | 
+ [T, cos(r:, x) + T, cos(n;, y) +N; cos(n;, s)]æ | dS 


ON, oT, a] 

=). (Se + rl 
OT; ON: a) 
e © Oy 


03 
OT, oT, ON 
( Oz 


1 
ies et DS re dx dy dz, 
Ox ar dy x | a 


378. : a A JA as at ate 
ds étant un élément de la A du cristal et na 
ment vers l’intérieur du cristal. 
_ Mais si l’on désigne par 


pX dv, pYdh, 0 nde 


les composantes de la force appliquée à HAIÈMERE de masse ade du 
cristal ainsi déformé, on aura 


ON oT; | OT, 
ae toy dy age: 
OT; + ONs ON: Sas oT, 
Ox dy LE 
aT, LOT , ON; 
Ox oy 0s 


FX 
TX 
— pl. 
D'autre part, si l’on désigne par 
“Picos(P,æ) fe Pcos(P, y)dS, P Roa i s)ds 


les composantes de la ote extérieure appliquée 2 à Pélément dS ue la 
surface du cristal, on aura | 


N,cos(n;, x) + T; cos(n;, y) + T, cos(n;, 3) =P cos(P, x), 
Ts cos(n;, x) + N,cos(n;, y) + T, cos(n;, 3) =P cos(P, y), 
T, cos(n,;, x) + T, cos(n;, y) + N; cos(n;, =) =P cos(P, s 


L’inégalité (5) peut donc s’écrire 


x S PL cos(P, 2) + "co CP, y) + w cos(P, 3)]dS 


+ fp(Xu+Vo+ hw) dr dy ds <o, 


Que signifie cette inégalité? 
Pour imposer au cristal les déformations 


D;, D;, D;, G,, Ga, G,, 


il faut appliquer à chaque élément dS de sa surface une force dont les 
composantes sont 


es Pcos(P, x) dS, Pcos(P,y)dS, Pcos(P, s) ds 


a vs 


a5 
4 
4 
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et à chaque élément de de son volume une force dont les composantes 
sont 
pXde, pYdv, pZdv. 


Appelons ce système le système des forces F. 

Soumis au système des forces F, et soustrait à toute influence élec- 
trique extérieure, le cristal prend une polarisation diélectrique uni- 
forme dont les composantes sont ., vb, €. 

Inversement, le cristal, soustrait à l’action de toute force extérieure 
et placé dans un champ électrique qui lui fait prendre la polarisa- 
tion &, vw, ©, éprouve des déformations 


A, A;, A;, T;, r., r;, 


résultant du déplacement (u, », æ) appliqué à chaque point du cristal. 
Appelons ce système de déformation le systéme des déformations A. 


St l’on imposait ces mêmes déformations A au cristal soumis aux 
forces F, les forces F effectueraient, dans cette modification, un travail 


négatif. 
En d’autres termes: 


Lorsqu'on fait agir certaines forces F sur un cristal piézo-electrique, 
soustrait a toute influence électrique, il se développe à l’intérieur de ce 
cristal une certaine polarisation diélectrique. Si, par Vaction d'un champ 
électrique, on développait la même polarisation à l’intérieur du cristal, le 
cristal éprouverait certaines déformations A. Les forces F sont telles que 
leur action s oppose aux déformations A. 


On reconnaît immédiatement dans cet énoncé une conséquence de 
la loi générale du déplacement de l’équilibre. 

On serait tenté d’y voir la généralisation de l'énoncé donné par 
M. G. Lippmann; nous allons voir qu’il n’en est rien et que, au con- 
traire, la proposition démontrée par M. G. Lippmann est en contradic- 
tion avec la précédente. 

Lorsque le cristal est soumis à l’action des forces F, il prend une 
polarisation uniforme qui exerce sur les points extérieurs au cristal la 
même action qu’une couche électrique fictive. La densité superficielle 


174 vey. a sk ‘ ‘pat D EM. tae Tot 8 aie fi, 
de cette couche fictive a pour eal (be cit p- 397) 


. [ (du + dep + di3V) COS(n;, æ) 


(7) ‘| 1 + (001 À + Oa. + 0234) COS(R:, Y) 
he | + (dsi À + O32 + sav) COS (ri, z)], 


Diss 


À, v., v étant définis au moyen des égalités (2). 


LA 


Imaginons que le cristal ait la tue d’une lame à faces parallèles sar 


indéfinies, comprise entre deux plans S,, S, perpendiculaires a à l'axe 
des æ. Deux plans Si, S; sont infiniment voisins des faces de la lame. 
Sur le plan S;, que rencontre d’abord l’axe des x, nous distribuons 
une couche électrique uniforme de densité 


== ï (du À - + diet + 043). 


Sur le plan S' nous distribuons une couche électrique uniforme oh 
densité 


a pour + dia + disv). 


D'après l'égalité (7), ces couches réelles sont identiques aux couches 
fictives qui recouvriraient les faces S,, S$, de la lame soumise aux 
forces F. | 

Ces couches produisent entre les deux plans S', S, un champ uni- 
forme, parallèle à l’axe des x, et ayant pour intensité 


xe = (O1 À + die + O3). 


Sous l'influence de ce champ, la lame cristalline prend une polarisa- 
tion uniforme dont les composantes sont (loc. cit., p. 299) 


ov 
a pus dr = pr Ju (011 À + Diop + 013%), 
; ov N 
(8) 0 = Hu 5 area: 
€ OV ne 


SR T di do pe O18 (Ou À + dia 4 + disV). 


Les six déformations à l’intérieur de la lame auront des valeurs 


4 , ! ! 
A’, A’, A’, Lame Ye 
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données par les égalités, analogues aux égalités (3), 


yy A, O42 A,+ 2,3 A544 21,1 + 451+ ay pV = A+ m, vb’ + 7,2’, 
Qe, AY + Gp À, + Gas A1 + QT + dsl, + dl = lb! + mb + ne, 
ay A+ asp A,+ 3345+ anti + 351+ al = lb + mg Vb! + 1; 
An Ay +'and,+ A+ Gy, T+ al, + ali = th + m, Vb’ + 1, 
34 Ay + as A, + a+ as Ti+ al, + al, lo! + ms vb! + n; 
Ge, Ay do + Gea Ag+ Ge, V+ GT + ai = bb M + n, 


= 
v 


© © 


= 


© © 


Ajoutons ces égalités membre à membre après les avoir multipliées 
respectivement par D,, D,, D,, G,, G,, G,;. Nous trouverons, en tenant 
compte des égalités (2) et (8), 


(41D, + De + a43D3+ ay, Gi + a3G,+ ay,G3) Aj 
+ (aD, + a22D, + @23D3 + Go, Gy + des Gg + ao, G3) AY 
+ (a3, D, + 32D. + @33D3 + a3, Gy + 35 Go + a6 G3) AS 
+ (au Di+ Ay2D2+ as D, + Qu Gi + as Ge + aye G3) TY 
+ (as Di + 52D. + a53D3 + as, Gi + A553 Gy + 56 G3) TY 
+ (461 Dy + Géo Da + 65 Ds + ae, Gi + 5 Go + ag, G, Ty 


a = or. 


Le second membre de cette égalité est essentiellement positif; il en est 
donc de même du premier. En raisonnant comme nous l'avons fait pour 
démontrer la proposition précédente, nous verrons sans peine que le ré- 
sultat que nous venons d’obtenir peut s’énoncer de la manière suivante : 

Les forces qui imposent à la lame cristalline les déformations 


D;, Da, De; Gy, Gy, G; 


| effectueraient un travail positif si l’on imposait à la lame les déforma- 
: tions 
3 Mink ya pA mee tes nt 

Ainsi, st l’on soumet une laine cristalline piézo-électrique à un certain 
système de forces extérieures F, la lame prend, sur ses deux faces, une 
certaine électrisation apparente. Si l’on communique une électrisation 
réelle, analogue à cette électrisation apparente, à deux plaques métal- 
liques infiniment voisines des faces de la lame, la lame subit certaines 
déformations, les déformations A’. Si l’on imposait les déformations A’ a 
une lame soumise aux forces F, les forces F effectueraient un travail po- 
sitif; elles tendent donc à favoriser les modifications A’. 
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Ce résultat est analogue à celui qu'a obtenu M. Lippmann, mais de 
sens contraire. D'après la proposition de M. Lippmann, les forces F 
tendent à s'opposer aux modifications A’ et non pas à les favoriser. 

Il est aisé de voir en quoi la démonstration de M. Lippmann est 
inexacte. 

M. Lippmann définit l’état du cristal soumis à l'action des forces F 
par les déformations A et par l’état d’électrisation de la surface du 
cristal. Mais, dans ce cas, la surface du cristal n’est pas électrisée. La 
masse du cristal est dans un état de polarisation qui équivaut, pour 
les points extérieurs, mais non pour les points intérieurs, à l'action de 
deux couches électriques réparties sur les faces de la lame. De cette 
confusion découle la conclusion erronée que nous venons de rappeler. 

La proposition que nous venons de substituer à celle de M. Lippmann 
semble, au premier abord, en contradiction avec la loi du déplacement 
de l'équilibre; il est aisé de voir qu'il n’en est rien et de lui donner 
une forme qui mette en évidence la concordance de ces deux vérités. 

Imaginons les deux surfaces S| et S, mises en communication métal- 
lique l’une avec l’autre. Lorsque, sur la lame, on fera agir les forces F, 
les surfaces S,, S, s’électriseront comme nous l’avons vu; les surfaces 
S',S, se recouvriront par influence de densités électriques égales et 
de signe contraire à celles qui recouvrent les surfaces S,, S,. Dès lors, 
on peut déduire de la proposition précédente celle-ci, qui est tout à 
fait conforme au principe du déplacement de l'équilibre : 


St l’on soumet la lame cristalline à l'action du système de forces F, les 
deux surfaces S',S,, réunies métalliquement, se recouvrent de certaines 
couches électriques; st l'on suppose, au contraire, la lame soustraite à 
_toute force extérieure et si l’on communique la même électrisation aux 
deux surfacesS,, 5, la lame éprouve un système de déformations (— A’). 
Les forces F tendent à s opposer à ces déformations (— A’), 


M. F. Pockels a montré, dans l’article que nous avons cité, l’oppo- 
sition qui existe entre la proposition énoncée par M. Lippmann et celle 
que nous avons établie ici; mais il a regardé la première comme exacte 
et la seconde comme erronée. 


SUR LES 


COURBES ALGÉBRIQUES A TORSION CONSTANTE, 


Par M. E. FABRY, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MONTPELLIER. 


Dans une Note publiée dans les Comptes rendus de l’Académie des 


Sciences (séance du 25 janvier 1892), j'ai signalé une courbe algé- 


brique réelle à torsion constante. Je me propose de généraliser la mé- 
thode qui m’a conduit à ce résultat, et de rechercher parmi les courbes 
en nombre illimité auxquelles elle peut conduire quelles sont les 
plus simples. 

Une courbe à torsion constante, rapportée à trois axes rectangu- 


laires, est représentée par les équations 


Ldk — kdl 
+ REP 
hdl—tdh 
(1) Pio es eae 
Veh eae 
ay ee pe 


où 2, &, /sont trois fonctions arbitraires d’une même variable. 

Nous prendrons ici pour k, 4, / trois fonctions linéaires des sinus et 
cosinus des multiples d’un même angle 0, et nous déterminerons les 
coefficients de façon : 1° que 47+ 4°+ FP ou constant; 2° que dans 
les trois expressions, telles que aa — exprimées en fonctions 
linéaires des sinus et cosinus des ul plas à 0, les termes constants 
disparaissent. Les expressions (1) de æ, y, = auront alors les mêmes 
formes que z, #, J, et la courbe sera algébrique si les multiples de 9 


qui y entrent ont des rapports commensurables. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome IX. — Juin 1892. 23 
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Nous remarquerons d’abord, pour simplifier la question, que A, #, 
{sont proportionnels aux cosinus des angles de la binormale avec les 
axes; et si, considérant 2, #, { comme les coordonnées d’un point, on 
leur fait subir une substitution correspondant à une transformation 
d’axes rectangulaires fixes, l’origine restant la même, 4?+ 4°+ À ne 
change pas, et les dérivées de k, #, let, par suite, æ, y, s subissent la 
même substitution; on obtient donc la même courbe rapportée à de 
nouveaux axes. On peut, du reste, facilement vérifier ce résultat en 
effectuant la substitution dans les formules (1). 

En particulier, nous pourrons remplacer 2 et & par Asina + £cosæ 
et Acosa — Æsinæ. On peut encore multiplier 2, #, { par une même 
constante, ou changer le signe de l’une des fonctions À sans changer 
la courbe (r). Enfin, remarquons que si l’une des fonctions se réduit 
à une constante, #? + / étant constant, un simple changement de va- 
riable montrera que la courbe obtenue est une hélice (ce n’est plus 
une courbe algébrique). ‘ 

Posons 


h=a-+b cosa 0+ c sind 0 + d cosp 0 +e sinp 6, 
(2). k=a'+ b'cos}'0 + c' sind’ 9 + d'cosu' 6+ e' siny’ 6, 

[= a"+ b"cosh"6 + c'sin?"8 + d'cosu"9 + e"sinu”8, 
où l’on peut supposer 


>>, Sk > 0, a MS oO 
et 


Les coefficients d, e ne peuvent pas s’annuler en même temps, car 
autrement c'est À qui remplacerait u avec la condition b=c=o. Il 
en sera de même pour d’, e’ et d”, e”. 

Nous allons exprimer que les coefficients vérifient les deux condi- 
tions déjà énoncées, et nous chercherons les systèmes de valeurs 
réelles. 

On peut toujours, en remplaçant 0 par 0 + «, déterminer « de façon 
à faire disparaitre le terme esin 0 sans changer la forme des autres. 
Soit donc e — 0, d2o. 

. < * 
! : ne : s we ’ 4 
Sip. up, dans l'expression 24°, l'angle 240 étant le plus grand, le 


<— 
ee” 
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ae 5 eee 
terme — cos2u ne pourrait se réduire avec aucun autre, et ZA? ne 


pourrait être constant que si d=o. Il faut donc ques = 
Si m=p—u", il faudrait À—X— 2”, car autrement si À, par 
exemple, diffère de Net de X”, on peut toujours supposer e =.0, et le 


ah dk 3 
terme constant dans koe oe AZ est — ude’: il faut donc e’=0; on 


aura de même e’= 0, mais alors dans XA? le terme en cos2u6 ne 
pouvant se réduire avec aucun autre donnerait 


B+ d?+d"=0, 
ce qui est impossible. 

Mais, si p =v’ = pw” et À = X\'= 2’, on peut combiner les fonctions 
k,¢ par une rotation d’axes, de façon à annuler le coefficient de sin u0 ; 
on a alors e = e — 0, et en combinant / et & on peut avoir d=e=o, 
ce qui est contraire à nos hypothèses. On a donc nécessairement — 
p= p> vw” et À =X’, car autrement on aurait encore e— 0, de —0, 
d’où e—o et d?+d?=0. 

Nous pouvons, en outre, supposer e’— o en remplaçant 0 par 0 +: 
on fera ensuite disparaître le coefficient e par une rotation d’axes 
entre k et #, ce qui ne change pas la forme des autres termes puisque 
A=W. Les termes en 240 dans A? donnent alors 


2 


Cor HET ee =O 
d’ou 

ae arta ce. 
et l’on peut supposer d = e’=1 sans changer la généralité des solu- 
tions. Les équations (2) se ramenent alors à la forme suivante : 


h=a-+b cosk 0+ ec sini 0 + cospd, 
(3). k=a'+ b'cosÀ 0 + c'sinÀ 6+sin 29, 
| L — a"+ b"cosi"6 + c'sin?"0 + dcosp" 0. 


L’angle le plus grand qui reste dans ZA? est alors (4 + À)0 ou 
240; si les termes en 240 ne se réduisaient avec aucun autre, on 
en déduirait d = 0; si ceux en (vu. + A)9 nese réduisaient pas, on au- 


rait 
boi) 0, 


et 5 ferme constant de 47 


rait ooh 
(BE eA Pal CH 


tides v. étant pis iln à: aurait que des solutions imaginaires. k 
Hi donc ve | a 
rad Pb aa 

FEAT 2 


€ 


et À” ne peut pas être égal à A, car autrement la connie epadisan que | 


doivent remplirA, 4,2 donnerait 4 


(be’— cb')h + p= 0, Fb 
: (b'c’— c'b")A=0, 
(be: CBS 0; 


ce qui n’est possible que si b°=c’= 0. 


De même, si les termes en ("+ Mae ne se réduisaient pas dans 
ZA*, on en déduirait 
bY d= Caco, 
Donc, si 6” et c’ ne sont pas tous deux nuls, il faut que A”+ rs 
soit égal à l’une des quantités p, 2A, ou u—A, c’est-à-dire que 


pe — 3A 
nk 


De plus, les termes en 2u."0 — (1 + À)0 ne peuvent se réduire avec 
aucun autre dans ZA?, et l’on en déduit 


nr. Nes 
(4) | ere 


| bc'+ c? + 5 #10; 


cette dernière équation étant donnée par la seconde condition éntre À 
et #. 
Nous allons maintenant examiner séparément les trois cas suivants, 


L 


ry 1e) 


dE a=a'=o. 


= ah, en ee: que XA? est constant, on à, outre 


ha+b?—c? =o, 
: Sou! ts RH LL I aa + be'+ b'cl=o, : 


aa r ; : = = | 2 b+c+2ab+2a'b'=0, 2 » | 
k nes b'— c+ 2ac + 2a'c'=0, 1! 
| ER : i A af, 
a et l’on en dédui om Der | 
Re Sri © a(b+c)+a'c(c"—6b)—o, je 
ES ee ac(c'—b)+ a (+ c?)—=0, Ro | 
D ARE 4 4 0 LA ‘ : 
2 PA ~ 
et, si a a an ’étaient pas nuls, il en d'u que 
* me DR a SM res gees FR ONE 
cet la dernière RÉ (4) donnerait = = 0! On a donc, dans ce cas, 
et pan oriole 2) ie 


Si 232, le terme en cos”0 dans ZA? ne 1e peut pas se e réduire et a” = 0. 
Ona alors les relations | 


er El ee ; 
a Ss DP Se = 07 b—=—c!, 
M Li Jante, à dary ft 
LE re a 
/ ee Le cs 2 LS 
eee Wea Ze PE y 
Pe POLE A 
7 +\ 
"à 3 Lae ps 


a s ‘s ee ‘ 
0" RICE by 
0 i man he 


Dans ce cas, les formules (3) deviennent 


Solution I Kok \/ sin A9 + sin p98, 


PAVAS 
on VAN 2 


On obtient la courbe déjà signalée dans les Comptes rendus de l'Aca- 
démie des Sciences; il suffit d’un simple changement de variable et. 
d’axes de coordonnées pour ramener les équations à la même forme. 

Siu. = 3A, p” = 2A, on a, outre les équations (4), 


> 
= 


2b'+ be+ b'c'=0, 
2(b+c') + B—c?+ 4fa"d=o0. 


On en déduit 
b'(2—b+c)—o. 


Mais si b — c’= 2, on aurait d*= — 4, solution imaginaire; il faut — 
donc 
b'=cæo, et bc'——3, 
d—2(c'—b), 4a'"d—(c'+b)(c'—b—2). 


Les quatre coefficients b, c’, a’, d qui restent dans les équations (3) 
dépendent d’un seul paramètre. Si l’on suppose d arbitraire, on a 


et l’on obtient une deuxième solution réelle 


h = b cos0 + cos30, 


DOINTIONTII RTS. kK= c'sin0 + sin36, 
BE . . l = a"+ dcos26. 
: 
ee On peut toujours supposer d > o, et il faut d? > 4/3; à chaque valeur 
i | de d correspondent deux systèmes de valeurs de b, c’, a’; mais, si l’on 
* 
a ‘ 
? 4g 


= 


+ 


ee , PSR ANSE INDY are. 


— 


ge de signe & si l’on change (] en ? = — 1h, &, 1 sont Me 


a 


ae | PACE CONTE eet 
a “hd tea tier oa | ees 
at = cel ie valeur de d supérieure ao 7e correspond une seule courbe. | * 
: 4 3A 1 

#77 Dans le deuxième eas, See le >o; il faut que dans ZA? les & 
termes en 229 puissent se eee avec d’autres, car autrement l’on < 
aurait b’ = c’— 0, et l’on serait ramené au premier cas. Il faut donc que > OR 


L 


DE 7 i, pu — de ui ou Ni ru 
et, en tenant compte des valeurs de x” et }”, il en résulte que 


4 Weak, cho 7A, 32 ou À. 
Mais, si = 2A, 
| 7 ji get Ll n. 
2 


a 2 


J 


ce cas peut être considéré comme rentrant dans le troisième : nous 
l’étudierons plus loin. 

uw 5 ee uw us a 

Si p= GA, p= FA, N= >, les termes en 20 et 4”0 entrant isolé- 

ment dans XA’, ona : 


et ceux en 2A’0 restent alors seuls; donc 


a a 2 pe ee 
__ Onest ramené au premier cas. 
De Si »=5A, on aA=X’, ce qui est impossible, et il ne reste que 


} are 


i] faut que 


à . 


4 
trois s valeurs Poe 


| ph | 
Dans ces trois cas, Tangle 40 ne pie ets gal shat autre Bt 
qui entrent dans Bh et l’on a 
ab Fa l= os 
fepa aor“ 
et comme, d’apres les équations (4), 


“4, be'— cb'=— = <0, 


— : ; 
C= 6 ==. ‘hau a ‘ 


Si p= 3A, oe FA ve = 7), les termes en 2X”0 ne peuvent plus s se 
réduire et ae C= 5. 
‘Done p= 7A ou 5A,.et dans ces deux cas x” = 22’; le terme en 


sin2A"9 donne 
bch =o. 
Si l’on suppose b”= 0, 


{= a"+ c'sin?"0 + d'cos22"0. 
Si l’on change 0 en 0 + i on aura 


l'= a"+ c' cos?”6 — dcos22"8 


= 


et l’on peut, par une rotation d’axes, ramener A et # à conserver la 
même forme (3). On peut donc toujours supposer 


c'=0,  b'>0. 


Examinons d’abord le cas où p—7À, wp” = 2À"=4À: on a alors les 
équations 


b— c?+ 4a"b"+ 2b"d=0, 
ka"d + b'?= 0, 
b'd+b+c—o, 

Pr eaatc bi, 
be! 70; 


M re nate | 
S À A TORSION CONSTANTE. 


ATEN 


d* 


es on. A 


“1 o, eten éliminant 4 et c’ ona 
abe id’. Le = 0, 
‘qua qui n’a que des solutions 1 imaginaires. 


“Dans te cas où w= fA, = 2V=1),ona les RARE 


UC — Oy b—c—0, 


be og bt" + b'd=0, 
ia” d= B20, 


pa, © ais 22h ET ae 

ka : LE ; 1 
F2 CORTE = d a(¢'— 5), : | Fe en ee 
’ s » 
| bc'+i—o; pe 
a = : ‘ VIE 
en éliminant a’ et 6’, ona ‘a 
ad p - ; + (, PRÈS 
= + oe a 
ARS re Ge Ve os . a 
64 
rye . i 7 

or bc. 9, carautrement l’on aurait 6”d = 0, et, en éliminant b et c’ 


on a 


AN 


as 6 y ’ ; 
= ONE eee | | 
= \2 By NO 


_ Cette équation donne, pour d’, une seule valeur positive, et l'on peut 
supposer d > 0; on a ensuite 


d? 
c'—b— —; 
; ; Saas 
pi = | 4b = VETO: 
24 b” et a” sont ensuite donnés par des asta Hons du premier degré. Mais, 
| sil’on change le signe de «+ b, on voit que c’ et 6 se changent en — 6 © 
et —c'; 0” ion de signe, et il suffit de remplacer 40 par x — A’6 
pour retrouver les mêmes formules (3), 4 et # étant permutés. Nous 
UE, 7 / N : Be 
Eu Ann. de L'Éc. Normale. 3° Série. Tome IX. — Juin 1892. © 24 


MR 
b Eu + Vd +8, 


ce =+ . ie 2 a +8, 


od?+ 8, 


(S)-F4)- 0, a0, % 
2 3 \2 : 


Les coefficients ont des valeurs complètement déterminées, et l'on 
n'obtient ainsi qu'une seule courbe réelle. 


ue — À +A 
Examinons enfin le dernier cas où A” = Er, pee ——> on doit . 


supposer | be ohy war autrement 4”=A; il en résulte que le terme 
2a"d cos” 6 dans XA? ne peut pas se réduire et 


C—O. 


Si u22A les termes en 2A0 et (u — A)0 donneraient 


il faut done 


On a alors entre les coefficients les relations 
A0 b'=— 0c, 


PAS ". orp eee 


; b— c'? 
Ja 0; inl 


? 


_b"c"+ 2ac + aa'c'— c'd —2c=0, 


pr era 

"ae +2ab—2ac + b"d+b+c'=0, 

i» | a= 2(c'— b), c+ bc'+ 2 —o. i 
aot : 
ke y ~ 

+ 


. ened a(a+ 2 =) oem 


V4 
4 


PW er ue Norge BE 4" FD : aah 
V3 P°—g°=b, pg—pd= 5, cat bt+ 2S —o, 


a+ pt) — Spiqd + 9+ D+ pig 0. 


On 10 choisir arbi trairement pet b, alors 


_: LES Bo oe 
4 mn =- nr Le? . a g=tvep ' ji . is FL TS 
RE ye | = ae 
aa rot daura deux valeurs réelles pourvu que b<o et que p? ne soit pas ee” be 
compris entre les deux expressions positives ee 
af F 
a. | — (b+ 4) +V6R+ 16 : 
+465 ; 2b TRE 
_ Les valeurs dec, c’, b’, c”, puis a et a’ sont ensuite données par des ” 
équations du Dore degré. On a ainsi une nouvelle courbe réelle. | 
: EE cos29+e sin20 + ~“608 9, 
% Solution IV... ete cos28+c'sin29+ sin46, 
ae l= b'cos 0+c'sin 6+dc0s39; 
| ¢ =2p(q—4), | | | 
i c! LE bee Si ’ 
D = 


"=(@+4 +0, 


7 sas / cl = (2 — 5 d)p + 2pqd, ; 2 
a af) +0 
2 ; a 
‘ va =pd( T3 qd), à 
SS qaxvp?— 4, a( + ip) —8p qd + 2+ (p?+q?)?=0 


er, rd Le on 
rs : 12 + ou 


F 
Be. nae ; 


‘Si l'on | change pen —psans Steriod: gd a 
‘signe, et il suffit de remplacer 0 par —0 pour r retrouver ia me e 


courbe. On peut donc supposer p > 0, et de méme rss o, Car, si ot a 
change g en —q, en changeant le signe du radical de d, ona LR 


4 
=f 


résultat analogue. nf 
Pour chaque système de valeurs de p>o, b<o, tels que Ÿ ae | 
réel, on a donc deux courbes; mais il est facile de JE qu'elles ne es 


sont pas toutes distinctes, car si l'on change 0 en mes 3» en combi- 


nant A et # pour leur conserver la même forme, on retrouve la même 
courbe p et b ayant changé de valeurs. Pour obtenir les courbes dis- 


tinctes données par les formules (IV), posons 


P = Pp CoSw, g—S=psine 


et 
a= 9a, 


on en déduit 


at 
aasin3e 1 + a? — == He 


2 . a 
b= p?| cos20 — asinw — — 
4 

2. 


P 


Si l’on donne ¢ et «, que l’on peut supposer positifs, pourvu que 
sin3@ soit compris entre — 1 et +1, on aura, pour o, six valeurs 
distinctes. x 

Si l’on exprime tous les Eoemetents en fonction de £, %, w, les for- 
mules (IV) deviennent 


p° a? 


h =— pla? cos26 — pa[sin w + sin (20 + w)] +p? cos(26 — 20) — : TR 
k = — {p* asin 26 — p?a[cosw — cos (20 + w)] + p?sin(26— 2w) + ss sin 20 + sin 48, 


9 


07 a? 
2 


to pra cos(9— au) + e(a— ) sin(9-+ 0) + pa cosas, 


* À 2T T 
Si l'on change w en © + “3 et 9 en 0 + >; en remplaçant 4 et & par 


he ga = ioe ee on 5 , 
08 5 Asin 5 et À sin + 4 cos => on retrouve les mêmes for- 
mules, / étant seulement changé de signe. 


pie ae m 
on € ange ra) et one wet— > — 6, en combinant ~~ 


3 9 


tien égale à re 5, on retrouve te même courbe; à des 


déterminées de ¢ et a Man done une - seule courbe, et 
Li eut supposer w compris entre — =F et 2° 
; Æ xs Ve 
_ On devra prendre 
a oa : tante, 


# 


t 


CNET Mer (a? — 4) 8(a — 2). 


wn | 
ee 


Pe _ re = t 


a 15% En ES bettunt les valeurs de À, &, / dans les équations (1), on FES 
= : - obtient les équations dés quatre courbes suivantes : | RS - “<p 
] , ss 2 À a 
( EVA Se tVA p Ke. I TE 
[z= ey sin po — ep | Sin a Pd EE sin (7 + ps, | ee 
ee tA Hy A pele M 3 | ‘ 
4 Mee NE csp) — tek, | A cos(g — 70 + en + nl. 
» EAD 2p RE 
ona. sing 9, 
JP se | 
C3 SEXE AVES et > op. 
= TE fare 
Les premiers paramètres A et u. ont été remplacés par = on et 1 = OR : 
cette courbe renferme un seul paramètre arbitraire 7 7 qui doit être com- 
mensurable pour que la courbe soit algébrique. 
a ous 2 VA à ete. 
RU A sin0 +B sin 30+ sin 55), 
a: % ; 2 À 
ge Courbe Il... rt 2 vik ! ! pega i), 
: PEER En LES cos 3 0 5 cos) 
= & a 2 6 
150 rt en © 4VM— 3 sin29 + Àsin4 Ds 


Dans le cas limite À — V3, on retrouve la courbe I, où = = la a 
valeur 4, — | JR 3 
| A sind +B sin30 + C 5 0 n'a 6+ ———— à 
i sind@ + 7 ry eer 


Courbe III... ae :|- RES costae re de M te oe 


\ 


Ae, se an 
Lin pen sin | an 


= À 
A'— : = — iy wa 4 \ 
(A + 2) (32 2)— (14 + 5A) re: 
i À —6 2À 
1 NET Vz a 
ne : OE en 2h : ' 
i ho CR NT E : 
: ARE - ares 3A EE 
hr. Li 
> , RTE TT 
| ten Tr ee 
3d 5) 
pee 
a 7 
D' tage de. 
7 RY RS \ 
se? 
ti 


AE: “1 


- [es sin; 070+ (a—2) sin59 — B cos5 
= a 4o . 


Goo D sine) sin30-+ (Esinaw—F eosu) cos39 
+ (H+ Lcosaw + M sin) sin 6 
yo + (Keos3w + L sina -+ Mose) cos6 |, 


pay i a Lens78— (a+ ) c0354— B sing 


EC sin20 — D cosw)sin39— (Ecosau — Fsinu) c0s30 

+ (= H + L cos26 + Msinw) cos9 
ne 

: We 5 EE — Ee sin 60 + Em sin (49 — 2) — pd cos(45 + w) 

AP GET y 


he 2 A2 
+ (ee + 3 + 22) sin (29 +20) 


| 16 4 

ae 1 = ba (5 + pt d—10) cos(25— 0) | 

mers À 2 | 
bp," 2 2 

i A= EE cosan + Ê (3) sine, 

2 2: =< a 

ae aes sin 26) + LTÉE ae COSO), 
5 ae A et ol 


F . 


w étant compris entre — à et + ë etpetd pouvant prendre tous les 


systèmes de valeurs positives qui rendent w réel. A 
On peut remarquer que, dans le cas limite où p=o, on a d? = y2, 
et l'on retrouve la courbe 1, où g = 6p. ; 


Courbes imaginaires. — La discussion précédente montre que la 
même méthode donnerait un assez grand nombre de solutions imagi- 
naires. Les calculs seraient beaucoup moins simples, car dans les for- 
mules (2) on ne peut pas toujours annuler les coefficients comme dans 
le cas des variables réelles; pour qu’un changement de variable per- 
mette d'annuler e, par exemple, il faut supposer e?+ d?20. Nous 
allons examiner seulement le cas le plus simple où les fonctions A, #, { 
ne contiennent chacune qu'un seul angle, c’est-à-dire où, dans les 


formules (2), de, d'e', d’e” sont nuls. Il est facile de voir qu'il faut 
alors que , < 
k= = 9 et d'= 0, 


et si 6" +c”? n'est pas nul, on peut supposer c” = 0; on arrive alors 
aux deux solutions suivantes : 


h=a-+-cos28, 

(1) k=a'— icos20, 
l=2iVa—a'icos6, 
h—a+cos20 +isin20, 

(II) : k=a'+- icos20 — sin20, 


l= iVa(a + ali) (cos0 + isin0). 


OR re | ds 1s . 
 ALGÉBRIQUES A TORSION CONSTANTE. 


à la première en posant 


ei = cos6', 


T= C0S 30" 


2 


esi = 


ie ees = 
+ 


~ Va—aiç(ata!i a) 6 


= 2tt eee 
Var diar ai) 6 


wie ss 
~ at+adi—2 


OT ; at J ¥ 
aa 0 = = ee cos 4. by 


cos 29 


V¥2—a—a@i 


On retrouve ainsi la cubique gauche rectifiable deja connue. : 

_ Si l’on pose FA ‘i 
a : : 4 at ot 
Ea ae ” ER 


n—=2—a— a'i, 


m=Va—ai 


\\ 


el 2 
| cos0 = u,. 


= les équations prennent la forme obtenue par M. Lyon [ Annales de l'en- 
4 seignement superieur de Grenoble, équations (10), p. 395]. On peut 
be remarquer que, si l’on remplace la variable wu par um, ib ne reste, outre 


_ le facteur d’homogénéité m? P: qu'un seul paramètre © — et un simple 


changement de variable montre que cette cubique identique à la 
courbe (6) page 360 du même Mémoire. 
} Ann. de |’ Ee. Normale. 3° Série. Tome IX. — Juix 1892. 25 


Hits Pei er nous avons Te Cette r 
poser 


li —=— 


Les courbes à torsion constante sont alors données par les équations 
(p. 361 et 372) 


AB BA, 
Fer ee 
BC'— CB’ 


Atom 


___.. f'udu—udu, _ tt CA'—AC, 
ol! i+uu 2) AC—B ” 


où, pour les courbes réelles, wu et u, sont deux fonctions imaginaires 
conjuguées d'une même variable, et pour les courbes algébriques uni- 
cursales A, B, C sont trois polynômes entiers en #. Mais il faut remarquer 
que les parties réelles de la courbe peuvent correspondre à des valeurs 
imaginaires de la variable, et w et uw, étant deux fractions rationnelles 
en ¢ peuvent être imaginaires ue sans que les coefficients le 
soient. 
Par exemple, pour la courbe Feel (1), on aura 


= 


SS ae ae 
LR 
g—2P. 


at e Bs QE (r+) : = 
{ à a+ : q —2p 5 


On voit que, pour obtenir les points réels de la courbe, il faut donner 
à ¢ des valeurs imaginaires de module 1, et la valeur conjuguée de wu 


f . £ . - seats 
s'obtient en changeant ¢ en; ef zen —z: on retrouve ainsi U,. 


Les trois autres + réelles que nous avons obtenues peuvent 


évidemment se déterminer par la même méthode; ; par exemple, pour la 


courbe CREER 
2 
{ : — : aig dE 3 lemons 
ME ns a ee 2 2 CRD SRE 
. ose ge) ij 
i ey Ler 
ila pa cartion i” 
an Ze ge aie 
0 DS Se alee a 


4 
Ait VE Sr 

d‘ Ee 
PE ee A 
Ci=— 1 z mn 6 3 +1. 


ate 


Pour ramener les points réels de la courbe à correspondre à des 
yp ; LEE ane RARE | EE ee 
valeurs réelles d’une nouvelle variable, il suffit de poser ¢ = —“: on. 


obtient alors, pour uw et u,, des fractions rationnelles de la variable 
réelle 8, dont les coefficients sont imaginaires conjugués. 
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SUR L'INTÉGRATION 


DES 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINEAIRES, 


Par M. E. VESSIOT, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE LYON. 


INTRODUCTION. 


Jexpose, dans ce travail, une théorie de l'intégration des équations 
différentielles linéaires, qui est entièrement analogue à la célèbre 
théorie de Galois sur la résolution des équations algébriques. La pro- 
position fondamentale en est la suivante : 


A chaque équation linéaire d'ordre n correspond un groupe continu 
finit de transformations linéaires homogènes à n variables, qui jouit de 
propriétés semblables à celles du groupe de substitutions d’une équation 
algébrique. 

M. Picard avait établi l'existence de ce groupe, mais sans en énon- 
cer complètement la double propriété ('). | 

Mon point de départ est l’étude des fonctions rationnelles des inté- 
grales (formant un système fondamental) d’une équation linéaire et 
des dérivées de ces intégrales. Elle comprend une théorie de la trans- 
formation des équations linéaires, analogue à la théorie de la transfor- 
mation des équations algébriques, et conduit à une proposition qui 
correspond au théorème de Lagrange sur les fonctions rationnelles des 
racines d’une équation algébrique. L’existence du groupe de transfor- 
mations d'une équation linéaire donnée et les propriétés du groupe 
s’en déduisent. L'intégration de l’équation donnée au moyen d’équa- 
tions auxiliaires est alors liée a la réduction progressive de son groupe 


(1) Comptes rendus (1883) et Annales de Toulouse (1887). 
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de transformations. La méthode à laquelle on arrive ainsi est la seule 
possible, si l’on s’astreint à n’employer comme équations auxiliaires 
que des équations jouissant de certaines propriétés caractéristiques. 
Elle donne la condition nécessaire et suffisante pour qu’une équation 
linéaire soit intégrable par des quadratures, et de là résulte, en parti- 
culier, l'impossibilité d'intégrer, au moyen de quadratures, les équa- 
tions linéaires générales d’ordre supérieur au premier. 

La théorie des groupes de transformations, de M. Sophus Lie, sert 
de fondement à ce travail. C’est d’ailleurs en étudiant sa belle méthode 
d'intégration des systèmes complets que j'ai été amené à m'occuper 
des équations linéaires, et les idées générales de l’illustre savant nor- 
végien sur l'intégration des équations différentielles m'ont constam- 
ment guidé. Aussi je tiens à lui exprimer ici toute ma reconnaissance 
pour la bonté avec laquelle il a bien voulu, pendant mon séjour à 
Leipzig, m’initier à ses théories si fécondes. 

Ce travail est divisé en trois Parties. Dans la première, j’expose 
quelques principes, indispensables pour la suite, sur les groupes de 
transformations. Ils sont presque tous empruntés à l'Ouvrage de 
MM. Lie et Engel ('). La démonstration du théorème du Chapitre I, 
n° 4, m’appartient, ainsi que les développements du Chapitre II, dont 
les résultats ne peuvent d’ailleurs être inconnus à M. Lie. 

La deuxième Partie contient l'exposition de la théorie générale de 
l'intégration des équations linéaires, telle que je l’ai esquissée en 
commençant. 

La troisième Partie est consacrée aux applications. Je les ai limitées 
aux équations du deuxième et du troisième ordre. J'arrive à cette 
conclusion, qu'il ne peut pas se présenter dans l'intégration de ces 
équations de particularités intéressantes autres que celles qui ont été 
déjà signalées, notamment par Laguerre et Halphen. 

Devant l'impossibilité d’une bibliographie complète, je me suis 
borné à citer les Mémoires qui m'ont été utiles. J'ai indiqué en pas- 
sant, notamment au sujet des équations auxiliaires, quelques lacunes, 
sur lesquelles je me réserve de revenir. 


Wee a Sips RS lees Bert ' 
(1) Theorie der Transformationsgruppen. Unter Mitwir kung von D' Engel, bearbeitet 
yon Sophus Lie (Teubner, 1888). 
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PREMIERE PARTIE. 


CHAPITRE I. 


_ SUR LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS ET SUR LES INVARIANTS DIFFERENTIELS. 


A. Principes fondamentaux. — Nous commençons par rappeler 


“j quelques: propositions, qui sont fondamentales dans la théorie des 


dase de transformations, et qui sont d’ ailleurs bien connues. 


(1) hppa) at Mn db UE, re, It) 


mes: equations d'un groupe continu fini de transformations. Les fonctions 
æ',...,æ, des indéterminées x,, ...,æ, et des paramètres (essentiels) 

a,,..-,d,, définies par ces relations, satisfont à des équations aux dé- 
rivées partielles de la forme 


ue . 
n 0%; 
(2) DM dae (te or er) Eye (why 2 hh) 
1 Ae js j=1 

(CET ore COT ok Fe Wenn 


qui peuvent encore s’écrire 


r 


‘ / , LE Ox; 
A SUR CNET A Dace 0 Wr) GE 


al 
(NSE = EEE A ea Od 


Si l’on pose alors 


(4). Sie DORE bare ir), 


i=? 


(*) Sopnus Liz, Theorie der Transformationsgruppen, 1, p. 34. 


a, 
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le groupe peut être considéré comme défini par les r transformations 
infinitésimales qui ont pour symboles _ 

XSF Rye 
c’est-à-dire que l’ensemble des transformations du groupe se confond 
avec l’ensemble des transformations de tous les groupes à un para- 
mètre engendrés par les transformations infinitésimales dont le sym- 
bole général est Ni 


KE exXxf, 
K=1 


oùe,,...,e,sont des constantes arbitraires ('). 
On peut enfin, pour définir le groupe donné, remplacer les transfor- 


mations infinitésimales (4) par r combinaisons linéaires de ces trans- 


formations, qui soient elles-mêmes linéairement indépendantes. 

Inversement, pour que r transformations infinitésimales indépen- 
dantes (4) définissent un groupe continu fini de transformations à r 
paramètres, il faut et il suffit qu’elles satisfassent à des relations de la 
forme 


ce 


(5) (Xe RE Do Kay the as Sas ENT) 


s=1 


où les quantités c4, sont des constantes (*). 
Ces constantes définissent la composition ou la structure du groupe (*). 


2. Groupes complexes. — Outre les groupes que nous venons de con- 


_sidérer, il en est qui ne peuvent pas être définis par un seul système 


d'équations. Tel est, par exemple, le groupe de toutes les transforma- 
tions de coordonnées rectangulaires du plan, qui ne peut être repré- 
senté que par l'ensemble des deux systèmes d'équations 


\ 


æ'= æ COS à — y Sin @, 
"= æ sin x + y cos a; 
æ'= æ COS à + y sin æ, 
y' =axsina —ycosa. 


(1) Sornus Lie, Transformationsgruppen, |, p. 75. 
(2) Zbid., 1, Ch. 9. 
(3) Zbid., I, Ch. 17. 


ee 
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jo appellerons, pour abréger, un tel groupe un groupe complexe. — 

À l'égard de ces groupes M. Lie a obtenu le résultat suivant (Ss 

Tout groupe complexe est défini par un groupe G, engendré par des 
transformations infinitésimales, et par un certain nombre de transfor- 
mations finies T,, -..,T,,-,, laissant le groupe G invariant (2); de telle 


sorte que l’ensemble de ses transformations se compose des m familles 
de transformations 


(6; : TRACE. 


T, désigne la transformation identique. De plus les transformations T; 
doivent vérifier des relations de la forme 


TT: Ts, 


où S représente une transformation du groupe G, mais aucune relation 
de la forme 


SiG ar paramètres, nous dirons aussi que le groupe complexe (6) a 
r paramètres. 

Dans la suite, à moins que le contraire ne soit expressément spé- 
cifié, nous ne considérerons que des groupes non complexes, c’est-à-dire 
engendrés par des transformations infinitésimales. 


3. Invariants différentiels (*). — Nous n’aurons à considérer que des 
invariants différentiels d’une nature très simple. Dansles équations (1), 
qui définissent un groupe de transformations, nous supposons que 
X,, +++, £, sont des fonctions d’une variable indépendante ¢; x), ...,. x, 
sont alors d’autres fonctions de cette variable, et leurs dérivées suc- 
cessives, prises jusqu'à l'ordre 2 par exemple, sont liées à æ,, ..., æ, 
et à leurs dérivées jusqu’à l’ordre À par des relations qui se déduisent, 
par différentiations, des équations (1), et qui définissent avec elles un 


(1) Sopuus Lie, I, Ch. 18. | | 

(2) Nous disons, avec M. Lie, que T laisse le groupe G invariant, si le groupe T~! GT 
est identique au groupe G. 

(3) Sopnus Lie, Transformationsgruppen, I, Chap: 25. 
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groupe de transformations aux variables 


da Ax rap. 55 "4 
Bees ER apy MAP TNT 


Tout invariant (absolu ) de ce groupe prolongé sera dit un invariant 


différentiel d'ordre À du groupe donné. 

Il est alors évident que la dérivée d’un invariant différentiel, prise 
par rapport à €, est un nouvel invariant différentiel, et c’est là une re- 
marque qui nous sera tres utile dans la suite. 

Les transformations infinitésimales du groupe (1), prolongé jus- 
qu’aux dérivées d’ordre A, s’obtiennent u apres les regles données par 


M. Lie et sont 


f ER of 

(2 NS ee Rice 
Xe ae Se) $f + Ÿ ut): Ax; + Dan bet (@) d’ a; 
IE LS : Som 3 F=f “dt 


(RK 163,4, 1). 


Les invariants différentiels d’ordre inférieur ou égal à À sont les in- 
tégrales du systeme complet formé de celles des équations 


XF = 0 AEINS ES UM, 


qui sont linéairement indépendantes. Il en résulte que ces invariants 
différentiels s'expriment en fonction d’un nombre limité d’entre eux, 
qui constituent un système d’invariants fondamentaux. 


4. Groupes simples et groupes composés ('). — On dit qu’un sous- 
groupe H d'un groupe G est envariant dans G si, quelle que soit la 
transformation T appartenant à G, le groupe T-'HT est identique au 
groupe H. Si les deux groupes H et G sont définis par leurs transfor- 
mations infinitésimales, on reconnait l’invariance de H dans G au 
moyen du théorème suivant : 


Pour que le groupe 


(H) RAR PA 


)Sopaus Lie, Transformationsgruppen, 1, Chap. 15, 17 et 21. 
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soit invariant dans le groupe 
(G) VO Ch En, qu 


u faut et il suffit qu’il existe des relations de la forme 


m 
(XX m+x) => Vis Xs (TT, DU «cig LCs Keats iy) cried et Ae m), 


SI 


ou les y;,, sont des constantes. 


Nous dirons encore que H est un sous-groupe invariant maximum 
de G, s’il est invariant dans G, sans être contenu dans un autre sous- 
groupe invariant de G. 

Un groupe de transformations est szmple s’il ne contient pas de sous- 
groupe invariant; dans le cas contraire, il est compose. 

Étant donné un groupe composé G, on peut trouver au moins une 
suite de sous-groupes 


G, H,, H;, + 2 Hn 


tels que chacun d’eux soit un sous-groupe invariant maximum du pré- 
cédent et que le dernier soit simple. C’est ce que nous appellerons 
une décomposition normale du groupe G, et nous nommerons indices de 
cette décomposition les nombres À,, Ay, ..., Am définis de la manière 
suivante ; A, est la différence entre les nombres de parametres de G et 
d’un sous-groupe maximum (') de G contenant H,; A, est de méme la 
différence entre les nombres de paramètres de H, et d’un sous-groupe 
maximum de H, contenant H,, et ainsi de suite; enfin A,, est la diffé- 
rence entre les nombres de paramètres de H,,_, et d’un sous-groupe 
maximum de H,,_,. 

Cela posé, nous pouvons énoncer le théorème suivant, qui intervient 
dans les applications de la théorie des groupes aux questions d’inté- 
gration. 


Tutorime (7). — Dans toute décomposition normale d'un groupe, les 
indices sont les mêmes, à l’ordre pres. 


(1) C'est-à-dire ayant le plus de paramètres possible. 
(2) L'énoncé de ce théorème nous a été communiqué par M. Sophus Lie. 


RENE ; Re | | si ee) | 


He 
dE 
J 


(II) } GK,K,.. ‘Koos: os vf r 


nous pouvons supposer que H, et K, ne coincident pas, “sans quoi, on : 
démontrerait le théorème pour le dernier des sous-groupes qui serait — 
le même dans les deux suites. Deux cas peuvent donc se présenter : 


Lo 


PREMIER CAS. — H, et K, n’ont pas de transformation infinitésimale 


_ commune; ces deux groupes sont, par exemple, 


CH ad VAS 
(K,) : Lilac 


Les transformations infinitésimales 


My Vgc pV ple Leek 


définissent un groupe qui est invariant dans G; il se confond done avec 
G puisqu’il contient H,, par exemple. | 

De plus, H, (et de même K,) est simple, car, s’il contenait un sous- | 
groupe invariant Y,, ..., Y,’, les transformations 


Lie . LY,. . YR 


définiraient un sous-groupe invariant de G contenant K,, ce qui ne 
peut être. Soient alors. _ 
: bigs a4 


deux sous-groupes maximum de H, et de K, ; on voit facilement que 
bere Fy Ay PET LE 


sont : le premier, un sous-groupe maximum de G contenant H,, et, le 
second, un sous-groupe maximum de G contenant K,. Done les indices 
de composition sont, pour la suite (1), 


l— 0, k—k!, 


et, pour la suite (IT), 
k—k, l—U; 


le théoreme est done vrai. 


DEUXIÈME cas. — H, et K, ont, en commun, un certain nombre ge 
transformations infinitésimales, formant un groupe L, 


(L) DSP. Coe. Ve 


Les transformations infinitésimales de H, et de K, sont alors respec- 
tivement 


(H,) ; Mee a. Lanes Vee 
(K, ) | ING igs Rp dy Dore Dre 
L'ensemble des transformations 
x. . X2Y:. . Ze . Ly 


constitue un groupe qui est invariant dans G et se confond par suite 
avec lui. De plus, L est un sous-groupe invariant de H, et de K,, et 
même de G; car tout crochet (X;, Y;) doit être fonction linéaire des X 
et des Y, puisque ceux-ci forment un groupe H,, et fonction linéaire 
des X et des Z, puisque K, est invariant dans G; il est donc fonction 
linéaire des X seuls ; et de même pour les crochets (X,,Z;). Enfin, L 
est un sous-groupe invariant maximum de H, (et aussi de K,); car si 


DURS, FA la. oe 
était un sous-groupe invariant de H,, 
Ge .  X AZ: . SAR tines . ae 


serait un sous-groupe invariant de G contenant K,, ce qui est impos- 
sible. 
Si donc on effectue une. décomposition normale de L 


TL, Le 
on en déduira deux décompositions normales nouvelles de G, à savoir 


(1) CHE Lars 
(Il) (EL D à et 
Je dis que ces deux suites ont les mêmes indices de composition. En 


effet, un raisonnement facile montre que si 


a Ve Vs XX plie. 2} 


, © © a 2 
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sont des sous-groupes maximum de H, et de K, contenant L, 


Kia hp ly eee 


est un sous-groupe maximum de G contenant H,, et 
X,. . DG Ore . ap bya boa ee Ye 


un sous-groupe maximum de G contenant K,; de sorte que les indices 
des deux suites (1°) et (Il) sont respectivement 


Ie LIRE Oe at RR ee ey ARE 


c’est-à-dire les mêmes. 

On est done conduit à démontrer le théorème pour les suites (1) et 
(I'), (D) et (II’); c’est-à-dire pour les groupes H, et K,. En leur appli- 
quant le raisonnement fait pour G et en continuant ainsi de proche en 
proche, on finira par retomber sur le premier cas. Le théorème est 
donc démontré. 


5. Groupes intégrables (*). — Parmi les groupes composés, il en 
est qui jouent un rôle spécial dans les questions d'intégration. Ce 
sont ceux que M. Lie a nommé les groupes intégrables. 

Un groupe de transformations est dit ëntégrable s’il contient un sous- 
groupe invariant ayant un paramètre de moins que lui, celui-ci de 
même, et ainsi de suite. 

On voit que les indices de composition d’un groupe intégrable sont 
tous égaux à l'unité, mais cette propriété ne leur est pas particulière. 

Nous n’indiquerons ici, sur les groupes intégrables, que le remar- 
quable théorème suivant, dû à M. Engel (*). 


TuEoREME. — Pour qu'un groupe soit intégrable, il faut et il suffit qu'il 
ne contienne aucun sous-groupe à trois paramètres ayant la structure du 
groupe projectif général à une variable. | 


(1) S. Lig, Transformationsgruppen, 1, p. 265. 
(?) Berichte der Kénigl. Sächs. Gesellschaft der Wissenschaften. (1 August 1887.) 
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CHAPITRE II. 


SUR LES FONCTIONS QU'ON DÉDUIT D'UNE FONCTION DONNÉE, EN Y EFFECTUANT 
TOUTES LES TRANSFORMATIONS D'UN GROUPE. 


1. Lemme. — Pour qu'une fonction H(a,, ..., a,) des paramètres 
a,, ..., a, dépende exactement de r — p paramètres essentiels, il faut et 
ul suffit que H soit intégrale d’un système complet de e equations linéaires 
indépendantes aux dérivées partielles, dont les coefficients soient des fonc- 
tions de a,, ...,@,. 

1° D'abord, si l’on a 

HS ar RCD Or oy by—p), 
les 6 étant certaines fonctions des a, on en déduit 


OH _ OK 0b; | | OK by p 
Goo. DEL. Ob, an day. 


(He: 2, Ps The 

D'où l’on peut tirer au moins 9 relations distinctes de la forme 
dH oH " 

(1) LACET De hae © CE, 27 0) 


2° D’autre part, si H vérifie p relations telles que (1), H est intégrale 
du système complet de mo équations qui peut s’en déduire; il dépend 
donc seulement de r — m<r — p fonctions des a et contient, au plus, 
r — p paramètres essentiels. 

Si donc H dépend exactement de 7 — p paramètres essentiels, il faut 
que les équations (1) forment déjà un système complet et que H ne 
vérifie pas d’autre équation de la même forme, indépendante des pre- 
mières. Et cela suffit. 


2. Théorème fondamental. — Soit F(x,,...,æ,) une fonction quel- 
conque des arbitraires æ&,, ..., æ,. Si nous y effectuons la transforma- 
tion générale 


(2) Di = fi(Lis is Ln Gi, -..) Ar) (C=1,2,...,7) 


a Pees me : ace ENT ; 
BOT 7 ver | 
d’un groupe Nes paramètres, n nous obtenons une | OT 


(3) æ F(z}, . 2+ Zn) = O(a, LE lai, 2) a 

des indéterminées x,, ..., æ, et des paramètres arr; Cela posés 
pour que ® dépende exactement de r — 9 paramètres essentiels, il Jaut et 
il sufft que F admette précisément p transformations infinitésimales 
indépendantes du groupe, c'est-à-dire admette un sous-groupe à p para- 
mètres du groupe donne. . + 


Ce théorème résulte des deux remarques suivantes : 

1° Si ® dépend de r — 9 paramètres essentiels, F admet au moins 
o transformations infinitésimales du groupe. En effet, on a, dans ce 
cas, en vertu du lemme précédent, p relations distinctes 


(4) | Due) = (A 19s np} 
Lx | 


D’autre part, de Pidentité Ae on tire 


DRE RP ne 


da = = Ox dax 


et par suite, en se servant des formules (2) du Chapitre I, 


a DE DICO =Evoxe 


» 


Les relations (4) deviennent alors 


: aa . (9) > | Sauter tte] SE CES SE NE à 


wa 7-1 | k=1 
“ag Enfin, en donnant aux a des valeurs particulières et remplaçant les | 
lettres æ; par les lettres +;, on en tire o relations de la forme 
74 r 
Je ‘ 
i: (6) D en Xy F(a +25 an) =0 Cha tase 
Re 
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ce qui prouve que F admet les p transformations infinitésimales 


va 


(y) ‘ Sew, Ci Sno we aa Oe 


j=1 


Ces transformations sont, de plus, indépendantes; car si l’on avait, 
quels que soient les a, une identité de la forme 


p r 
Des) Mak Vjx= 0 Wi 2 Re TT) 
k=1 k=1 


on en conclurait, puisque le déterminant des Ÿ;; n’est pas nul iden- 
tiquement, 


p 
DT (RES ne gb 
REA 


ce qui est impossible, les relations (4) étant distinctes. 

2° Si F admet p transformations infinitésimales du groupe, ® con- 
tient au plus r — p paramètres essentiels. En effet, supposons que F 
admette les 9 transformations infinitésimales indépendantes (7). On a 
alors les identités (6), et par suite, en changeant de lettres, 


DT Sean) SO (Fie Digester 950.) 


j=1 
c’est-à-dire 


1, Ô 
Den DEnte) Fy =? (her, Dr D): 


ou, à cause des relations (3) du Chapitre [, 


r 


> end, an Yana = 0% 


F1 41 = 1 


ce qui peut s’écrire 
it 7 n ; 
( ) oF 0x; = 
en; in ( a > — = 
> en ou Ox), dar j 
ean es aes! es) 
Ann. del’ Ec. Normale. 3° Série. Tome IX. — Juizer 1892. 


LES 
€ 


EB À session suit 


ou enfin, en tenant compte de l'identité GB). 


La 5 F 


Pees an 
(8) : D D ensase() ne Ar DU 


k=1| j=1 


Ces p relations sont, de plus, TU car, Si elles ne Pétaient 
pas, les transformations infinitésimales (7) ne le seraient pas non 
plus, puisque le déterminant des «;, n’est pas nul. Il en résulte donc, © 


en vertu de notre lemme, que ® dépend au plus de r — p paramètres 
essentiels. 


3. Remarque I. — Posons, avec M. Lie, 


< 0 : 
AJ =Y ana) SE RER RO TN ND fr 
k=1 ‘ 


les relations (8) s’écrivent alors 


Tr, 


DUT ET (QUES PE Ve NP E 


= 


de sorte qu’on a le résultat suivant : 

Si la fonction F admet les p transformations infinitésimales (7) du 
groupe donné, la fonction ® qui s’en déduit, considérée comme fonc- 
tion des a, admet les p transformations infinitésimales correspon- 
dantes 


(9) | Del eat up) 
: jel 
du groupe des paramètres (') du groupe donné. De plus, les transfor- 
mations (7) et (9) définissent deux groupes isomorphes. 
Ce résultat est, du reste, intuitif. Supposons, en effet, que F ad- 
mette la transformation du groupe (2) qui correspond aux valeurs 
b,, ..., b, des paramètres, de sorte que, en posant 


(10) ay = fix |b) (Lea Gea tals 


(1) S. Lie, Transformationsgruppen, 1, Ch. 21. 


D oo 


oT | Ogi Ua" 1 TT TE.) 
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on aura 
(11) PURE) oe Be Manny, on) 
on peut écrire 
|) (TREND oe ed!) 
avec (') d 
(12) BOR Guy oy Oe Dis gO x) Kia he Sen Tr), 
et l'identité (3) donne alors, à cause de (11), 

D(x:, cel: cs Ay) = (x, Ho en (Graal 


c’est-à-dire que ®, comme fonction des a, admet la transformation (12) 
du groupe des paramètres, correspondante à la transformation (10) du 
groupe proposé. ; 


Remarque II. — Supposons que l’on donne aux paramètres a,, ..., a, 
des valeurs particulières, et cherchons les transformations infinitési- 
males du groupe (2) que la fonction P(x,,...,æx,,a,,...,a,) admet. 
Il suffit, pour cela, de se servir de l’identité (?) 


r r 


> exXx D(x] a) =), XL F(z), 


k= Kt 


où les constantes e et e’ sont liées par les formules 


(13) DEEE AC CR a en Tos 


jet 
Elle montre qu’à chaque transformation infinitésimale > é,X, de F 


en correspond une autre pour ®, > ex Xx, Où les e’ sont donnés par les 


formules 


(14) Ed px;(a)e; CRAN Aer LT 


1=1 


(1) Cela résulte de la notion même de groupe. La notation employée est celle de M. Lie 
(voir Transformationsgruppen, I, Ch. 1 et 21). | 
(2) S. Lie, Transofrmationsgruppen, X, Ch. 16, p. 270 et suiv.). 
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c’est-à-dire se déduisent des e par la transformation inverse de la trans- 
formation du groupe adjoint qui a pour paramètres a,, ..., &,. 

Il en résulte que, pour chaque système de valeurs des a, la fonc- 
tion ® admet toujours un sous-groupe du groupe donné ayant le même 
nombre de paramètres, et aussi que tous ces groupes sont isomorphes. 

Désignons enfin par G le groupe formé par les transformations ay 
qui laissent F invariante, et par T la transformation particuliére (2). 
Il est clair que le sous-groupe des transformations du groupe donné 
que ® admet est T-'GT. Ceci donne une interprétation intéressante du 
groupe adjoint, et montre de plus que, si les sous-groupes qui laissent 
invariantes les diverses fonctions ® (correspondantes aux diverses 
valeurs des paramètres a) ont en commun un sous-groupe, ce sous- 
groupe est le plus grand sous-groupe de G invariant dans le groupe 
proposé. 


DEUXIÈME PARTIE 


CHAPITRE I. 


FONCTIONS INVARIANTES DES INTEGRALES D’UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE LINÉAIRE. 


1. Soient 


(1) X15 Lo, LCR | Ln 


n fonctions indéterminées d’une variable ¢; on peut toujours les con- 


sidérer comme un système fondamental d’intégrales d’une équation 
différentielle linéaire 


Vie > Gé à dx 
(122) ABA Rrra apna Hees Ani a + Ane = 0, 
dont les coefficients ont pour expressions 
Ay 
(3) M=— À LES RENTE 


? oD 2 ’ a 
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avec 
ax, dr—1 7 
Li —— a 
dt dtn-1 
AX d*-! Lo 
RONA Ps = 
AE dt dir 
AD, He 
Ly = 
dt ale 
a dx, qdr-k-1 æ; qd? Ly dn-k+1 x, qdr-1 D 
1 dt RES dti—#=1 dt? din=#t1 RENE dtr—1 
A,= CAO eee TRE eo nee <e, oe xO etre lei mice 
Le dr, dr-k-1 a dq” LE qdt—k+1 aoe qr-1 De 
n dt ek dt —k-! di? dtr—k+ (ra dirt 


A légard de cette équation, le groupe linéaire homogène général 
an indéterminées 


(4) DAT QT DL) 


joue le même rôle que le groupe des substitutions de z lettres dans la 
théorie des équations algébriques de degré n. 

Nous considérons dans ce qui suit des fonctions rationnelles de 
H,,..., Ln, de leurs dérivées successives prises par rapport à #, et de 
la variable z. C’est ce que nous appellerons, pour abréger, des fonc- 
tions rationnelles des intégrales x,, ..., x, de l'équation (2); et nous 
représenterons une telle fonction simplement par la notation 


LAN (areas ae dr): 


ACER PE Tee 


Parmi ces fonctions nous nommerons fonctions invariantes celles qui 


4 admettent toutes les transformations du groupe (4). Elles jouent ict 
4 L . . ° 

1 le rôle des fonctions symétriques des racines dans la théorie des équa- 
4 tions algébriques. 

# 

4 9. Fonctions invariantes. — Les coefficients À,, À», ..., À, de l’é- 
4 quation (2) sont des fonctions invariantes de æ,, ..., x, et de leurs 
4 FAC 7 7 . . 

4 dérivées ; cela résulte de leurs expressions. De plus ces fonctions sont 
a indépendantes, puisqu’on peut prendre pour ces quantités des fonc- 


tions arbitraires de ¢, et choisir pour æ,, ..., æ, un système fonda- 


a il || 
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mental d’intégrales de l’équation (2) ainsi formée. Pour la même raison, 
il ne peut exister aucune relation identique (par rapport aux x et à 
leurs dérivées) entre les fonctions A et leurs dérivées par rapport à £, 
prises jusqu’à un ordre quelconque. Ces dérivées sont d’ailleurs elles- 
mêmes des fonctions invariantes (1, Ch. I, § 3). 

Il n’existe pas au fond de fonctions invariantes autres que les précé- 
dentes, comme le montre le théorème suivant, dû à M. Appell ('). 


Tnéorème. — Toute fonction rationnelle invariante de x, ..., æ, s'ex- 
prime rationnellement au moyen de t, de h,, ..., h, et de leurs dérivées. 


Notre démonstration est analogue à la méthode de Cauchy pour le 
calcul des fonctions symétriques. Elle repose sur deux remarques. 


Remarque I. — Soit R(x,,...,æ,) une fonction rationnelle de 
. . A | ete ’ 
æ,,..., L,. Nous pouvons y faire disparaitre les dérivées des x d’ordre 
égal ou supérieur a7, en nous servant des identités 


d" x; dn-1>; 
din + AM dent 


+... +A, xj O Vis oe en): 


et de celles qu’on en déduit par différentiations successives. Nous ob- 
tenons ainsi une expression 


* ‘ dh 
R(x, fa) Bal ay ...) Bn] Ags eae RE The 


Cela posé, si R admet la transformation 
n 
x= Ÿ ax) hy OL PROS eB 
jai 
on a, puisque les À et leurs dérivées sont des invariants, 
R, (2; ee ral hy: ie) =R,(2,, ee Lin de oe eye 


De plus, cette relation doit être une identité par rapport aux æ et aux A, 
sans quoi elle établirait une relation non identique entre les A, leurs 
dérivées, et v,,..., x, et leurs dérivées jusqu’à l’ordre n — 1. Or cette 


(1) Annales de l’École Normale supérieure, 1881. 


se Din Mg 


EVA ET EVENT 
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relation, considérée comme une équation différentielle en æ, par 
exemple, admettrait toutes les intégrales de l'équation (2), ce qui est 
impossible, puisqu'elle est d'ordre n — 1 seulement. 

I] résulte de la que R, admet exactement les mêmes transformations 
du groupe (4), qu’on y considère les À et leurs dérivées comme des 
fonctions des intégrales, ou comme des quantités indépendantes de x. 
Nous pourrons donc toujours supposer dans la suite que les fonctions 
rationnelles des intégrales à considérer ne contiennent pas de déri- 
vées d’ordre supérieur an — 1. 

Remarque IT. — Il n'existe pas de fonctions invariantes d'ordre infé- 
rieur à rn, si ce n’est des fonctions indépendantes des x et de leurs 
dérivées. En effet, une telle fonction devrait vérifier (1, Chap. I, § 3) 
les n® équations à n? variables 


Of _ dx; of a" x; Of See re. 
ER | 7 der soe ace on see == (iy Riss fy Dyn 5th I 
dt dirt 


ce qui est impossible, ces équations étant indépendantes. 


Cela posé, soit R(x,,...,x,) une fonction invariante quelconque. 
Faisons-y disparaitre les dérivées d’ordre égal ou supérieur à n, et soit 
R,(æ|A) la fonction obtenue. En vertu de la Remarque I, c’est une 
fonction invariante, les À y étant regardés comme des quantités indé- 
pendantes des x; donc, en vertu de la Remarque II, comme elle ne 
contient plus les x explicitement que par leurs dérivées d’ordre au 
plus égal à n — 1, elle en est entièrement indépendante. C’est donc 
l'expression annoncée pour la fonction R. 


CHAPITRE IL. 


TRANSFORMEES D'UNE ÉQUATION LINÉAIRE. 


1. Groupe d’une fonction rationnelle des intégrales. — SoitR(x,,...,2,) 
une fonction rationnelle de æ,,...,æ,. Les transformations du groupe 
(4) qu’elle admet forment elles-mêmes un sous-groupe, que nous nom- 
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mons le groupe de la fonction R. Ce groupe peut se réduire à la seule 


transformation identique. 
On obtient les transformations de ce groupe en écrivant que la re- 


lation be at 
R(x, mes Ln) Ea (at ssh tia ed 


est une identité. Cela fournit un certain nombre de relations algé- 

briques et entières entre les constantes a, d’où l’on devra tirer leur | 

expression en fonction d’un certain nombre de paramètres. Les équa- 

tions du groupe dépendent donc algébriquement des paramètres qui y 

figurent, c’est-à-dire que le groupe est un groupe algébrique F. | 
Les transformations infinitésimales de ce groupe peuvent s’obtenir 

directement; on écrit que la relation 


_/ OR, dx; OR nase 
Ren (ou Ta aan == 


dt 


est identique, ce qui donne des relations linéaires et homogenes entre 
les e, d'où l’on tire un certain nombre d’entre eux en fonction li- 
néaire et homogene des autres, qui restent arbitraires. En portant ces 
valeurs dans l'expression 


> cin ti oe TERRES 4 

tk 
on a la transformation infinitésimale générale du groupe. Les coef- 
ficients des constantes arbitraires sont les transformations infinitési- 
males cherchées ; elles engendrent un groupe G. 

Si le groupe T peut étre défini par un seul systeme d’équations, il 

se confond avec G. Dans le cas contraire, c’est un groupe complexe. 
(Voir I, Chap. I, § 2.) 


Exemple I. — Soientn = 2 


I dx; dx 
=A ald AM ‘). 
E Ds, (a dt F3 dt 
On trouve, pour le groupe de R, 
Lu nat 


(T) 


| Te = br; +, 


VAR TE 


AR PORTES AT NE 
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et, pour le groupe des transformations infinitésimales, 


af a af 


T se confond avec G. 


Exemple II. — Soitn = 2, 
oa) ax.» GIE 
te alk 


| Ti — AX, 


On trouve pour FT 


(T) _ 
Cs GRE Le, 

et, pour G, le même groupe que précédemment. l'est donc un groupe 

complexe, et, si l’on désigne par T la transformation 


(T) 
I s’écrit symboliquement G, GT. 


2. Transformées d'une équation linéaire. — Soit toujours R(x,,..., Xp) 
une fonction rationnelle des intégrales, et soit 9 = n° — s le nombre 
de parametres de son groupe, c’est-a-dire le nombre des transforma- 
tions infinitésimales linéaires homogenes distinctes qu’elle admet. Je 
dis que R, considérée comme fonction de ¢, est intégrale d’une équa- 
tion différentielle algébrique d’ordre s, à coefficients rationnels en £, 
en À,, ..., A, et leurs dérivées. Nous appelons cette équation une 
transformée de l’équation linéaire f(x) = o. 

Voici, en effet, un premier procédé pour obtenir cette transformée, 
rappelant l'emploi des fonctions symétriques dans la transformation 
des équations algébriques. Posons 


(5) Nee Op) = Raye, Pn UT) 


c’est ce que nous nommerons la valeur générale de R. Elle dépend, 
d’après notre théorème fondamental (J, Chap. II, n°2), exactement de s 
paramètres essentiels. Or, toute équation de la forme annoncée, ayant 
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pour coefficients des invariants du groupe (4), admettra pour inté- 
grales toutes les fonctions (5), si elle admet R ; elle ne peut donc être 
d'ordre inférieur à s. 

D'autre part, puisque V dépend seulement de s paramètres essen- 
tiels, on peut éliminer tous les paramètres que cette fonction renferme 
centre l’équation (5) et celles qu'on en déduit en différentiant s fois. 
Le résultat est une équation différentielle algébrique en V, d'ordre s 
au plus, et dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de 
di, «++, æ,. Or, si l’on effectue dans le second membre de (5) une 
transformation linéaire homogène quelconque 


n 
a>, b;,;5X; (TE mire Cn 


j=1 


on pourra, par un changement de paramètres, l'écrire sous une forme 


analogue 
v= R(2A,,: Xz, HOT ZA, ,: Xi), 


cet un calcul identique au précédent conduira par suite à une équation 
admettant les mêmes intégrales que la précédente, et qui n’en différera 
qu'en ce que, dans les expressions des coefficients, les æ seront rem- 
placés par les X. Cette équation sera donc identique a la premiere, 
dont les coefficients, si l’on en réduit un alunite, sont, par conséquent, 
des fonctions invariantes des x, et peuvent s’exprimer rationnellement 
au moyen de ¢, de À,,..., A, et de leurs dérivées. Ce dernier calcul 
étant fait, on a la transformée annoncée, et qui sera, d’après ce qui 
précède, exactement d’ordre s. 


3. Une autre méthode de calcul, qui correspond au procédé par éli- 
mination employé pour la transformation des équations algébriques, 
va nous permettre de préciser la nature des intégrales de la transfor- 
mée. Nous montrerons en effet que ces intégrales sont précisément 
toutes les fonctions que l’on déduit de R en y remplaçant les a par n 
autres intégrales de l’équation linéaire donnée, formant ou non un 
système fondamental; ce qui revient à dire que toutes ces intégrales 
sont comprises dans la formule (5), où les constantes a peuvent rece- 
voir toutes les valeurs. Si ces valeurs sont telles que le déterminant 


à ne arte pr 
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Z(E a,,4a,,...a,) soit nul, on a des intégrales en quelque sorte sin- 
gulières, ou mieux non fondamentales. 

Supposons qu’on ait fait disparaitre de R les dérivées d’ordre égal ou 
supérieur a7. D’autre part, posons, pour abréger, 


dx, DER dx, Ce 
DE (2 Ge see, D, ee. DE à) 

“oF D dx; OF dx; OF EVE, ok 

tot dt Ox; Git ag: TER NT 2 7 

ea E dt dt" 
Re kate a OF 

= (a dir I. ot hs) qr p, 

die 


Soit enfin 
DR= Ri, DR,=R.,, …) DR Re 


Entre les s équations 


TAN dV 
6 ee —_— = = 
(6) PERS RS … lo 
on doit pouvoir éliminer 
dx, Ax a=) T1 we rn 
Sig “neh. ot “Ta STi tO elie T= M Pr 


En effet, R admettant 9 = n°? —s transformations infinitésimales du 
groupe linéaire homogène est intégrale du système complet de bp 
équations à n? variables indépendantes obtenu en égalant à zéro ces 
transformations prolongées jusqu’à l’ordre n — 1; et il en est de même 
deR,, ..., R,, qui ne sont autre chose que les dérivées de R, d’où l’on 
a fait disparaître les dérivées d’ordre supérieur ('). DoncR,R,,...,R, 
sont s +- 1 fonctions de s intégrales indépendantes de ce système com- 
plet, d’où résulte la possibilité de l’élimination. 

Cette élimination fournit une relation algébrique 


2 asV 
(7) OVE or Ge) =o, 


TA Li 


(1) Voir I, Ch. I, n° 3 et If, Ch. 1, n° 2, Rem. I. 
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dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de À,, ..., An» de 
leurs dérivées successives, et de z. Comme dans le calcul précédent, 
on s’est servi uniquement de ce que æ,, ..., æ, sont des intégrales de 
l'équation linéaire; l'équation obtenue admet bien pour intégrales 
“toutes les fonctions annoncées. Pour la même raison, l'élimination doit 
être impossible, tant qu'on ne pousse pas les différentiations jusqu'à 
l'ordre s, car une équation différentielle d'ordre inférieur à s ne peut 
pas admettre une intégrale contenant s paramètres arbitraires essen- 
tiels. . 

Remarquons enfin qu’on peut supposer ® irréductible, au sens algé- 
brique; car, s’il ne l'était pas, un de ses facteurs irréductibles égalé a 
zéro donnerait une équation admettant pour intégrale R(æx,, ...,æ,); 
ses coefficients étant des invariants, cette équation admettrait pour in- 
tégrales toutes les fonctions (5); elle pourrait done remplacer l’équa- 
tion (7). 

Je dis maintenant que cette équation n’admet pas d’autre intégrale 
que les intégrales annoncées. Pour le démontrer, nous remplaçons 


dx; 
dt? 
P,,..., P, les fonctions ainsi obtenues. Soit de plus V une intégrale 


quelconque de l'équation (7); les équations 


BAR dx; ' " . 
dans R, R,, ..., R, les quantités cr Par æ, par æ,, etc.; soient P, 


dV ay 
(8) Vee Se Las e018 


sont alors compatibles, ou mieux, tout système de valeurs des x; 


oy aia oy 
rons l’un de ces systèmes : les a;, xj, ..., a" 


de 4 dont les dérivées satisfont aux identités 


y sont des fonctions 


n 


ede dP D (TE oP dx; dP ile hg OE ) 
eae bd 


dt dx, D ar dx; re ed Bar aes Oa) 


dV. OP, ow (dx; OP, dat OP, dx\"-") 9P,., 
= DRE + Get SS en) 
= 1 d 


, qui vérifie les s premières, vérifie la dernière. Considé- 
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et, par suite, à cause des identités (8), aux relations 


"5 dx; oP dx?) oP 
= D (Te = at) Fe te + ( TERRE an) 


i=1 
aa s 
+ (Sa + Ayal... Aner] SN | 


dt dap 


ot dx; OP ta gaye men Ob ss 
os L( de zi) oot + 7 2" DE 


dx\”—1) P. 
+( PT) AS CA Ne ER +) Sen |” 


Ces relations sont linéaires et homogènes par rapport aux quantités 


dak?) dx!"=1) 
2:00) z À (n—1) 
} — - ah 
(10) dt Sr rm Feet Nat 
GES Ochs k= 1,9,..., 1-1), 


qui sont au nombre de »?. De plus, l’un au moins des déterminants de 
degré s du tableau de leurs coefficients n’est pas identiquement nul; 
considérons ce déterminant et annulons toutes les quantités (10) (en 
nombre n? — s) dont il ne contient pas de coefficients. Les équations 
obtenues, jointes aux s eS équations (8) forment n? équations 


ie vert, D ie, 2, . quiadmettent toujours des 


4 solutions ; car les inconnues aE ’on pourra tirer des équations (8) sont 
4 précisément celles qui ne figurent pas sous le signe de differentiation 
4 dans les autres équations. 

? Mais alors les identités (9) expriment que les autres quantités (10) 
E sont nulles aussi, c’est-à-dire que les fonctions de ¢ que nous venons 
3 de définir sont n intégrales de l’équation linéaire et leurs dérivées 
À jusqu’à l’ordre n — 1. V est donc bien de la forme annoncée. 

2 

4 Remarque. — Les valeurs initiales des inconnues qui ne corres- 
4 pondent pas aux colonnes du déterminant considéré demeurent arbi- 
3 traires. Notre raisonnement n’est donc en défaut que si toute solution 


des s premières équations (8) annule tous les déterminants du tableau 
des dérivées partielles de P, P,, ..., Ps... Or cela est impossible si V 


RENDENT ON Tom 


Re ee 
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dépend de A,, ..., A,, car alors les valeurs numériques de V et de ses 
dérivées, pour une valeur particulière de ¢, sont arbitraires, les A étant 
des fonctions indéterminées ; de sorte que cela reviendrait à admettre 
que ces déterminants sont nuls identiquement, ce qui est contraire à 
l'hypothèse. 

Il reste donc à prouver que l'équation (7) ne peut pas admettre, 
quels que soient À,, ..., A,, une même fonction de ¢ pour intégrale. 


Posons à cet effet 
V+ui\,=W, 


u étant une fonction indéterminée. W satisfait à l'équation d’ordre s, 
qui se déduit de (7), et que nous écrivons pour abréger 


(11) ®(W — uwi,)=0; 


et aussi à une autre équation du même ordre 


(12) . WCW N20, 

que l’on peut former directement. ® et W étant, comme polynômes en 
aw eae ee À 

W,-5 +++» Supposés irréductibles, on a 


Y(W)=KD(W — wr), 


K étant seulement une fonction de ¢. Or l'équation (11) ne peut ad- 
mettre d’intégrale indépendante de À,, ..., À,, telle que 0(4, u), car 
alors l'équation (7) admettrait une intégrale de la forme 


— ul + 0 (tu), 


laquelle ne pourrait être indépendante de w. Donc l'équation (12) 
n’admet pour intégrales que les diverses valeurs de W, et par suite 
l'équation (7) n’admet pour intégrales que les diverses valeurs de 
V = W — uÀ,, et par conséquent aucune intégrale ne dépendant pas 
SE RERO de 


PRE PES ee Seer ee ee - 


QE LV A D EL ee eee 
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CHAPITRE IIL. 


EXPRESSION DES FONCTIONS RATIONNELLES DES INTÉGRALES LES UNES AU MOYEN | 
. DES AUTRES. 


1. La résolvante générale. — Soit V=R(x,, ..., x,) une fonction 
rationnelle dont toutes les valeurs soient différentes ; les équations (8) 
du Chapitre précédent n’ont alors en æ,, ..., æ,; Cora eas 


| | ee 3 
xy ",...,&, ‘ qu'une solution, et les valeurs des inconnues s’expri- 


3 av 
ment rationnellement au moyen de V, cage Pn de A,, «+. À,, de leurs 
dérivées, et de ¢. On peut donc énoncer la proposition suivante : 


TuÉoORÈME. — St une fonction rationnelle des intégrales x,, ..., Xp 
d'une équation linéaire d ordrenn’admet aucune transformation linéaire 
homogene en æ,, ...,æ,, ces intégrales s'expriment rationnellement au 
moyen de cette fonction, des coefficients de l'équation, de leurs dérivées et 
de la variable indépendante t. 


Telle est la fonction 
VU RE EU ts 


où les w sont des fonctions indéterminées de ¢. Elle dépend d’une 
équation linéaire d’ordre n?, qui est analogue à la résolvante générale 
de Galois pour les équations algébriques ('). Les expressions de 
x,,...,x, en fonction de V et de ses dérivées s’obtiennent ici en résol- 


‘vant des équations du premier degré. 


2. Tnéorème. — S la fonction rationnelle S(a,,..., æ,) admet toutes 
les transformations linéaires homogènes qui constituent le groupe de la 
fonction rationnelle R(x,,..., æ,), elle s'exprime rationnellement au 
moyen deR, de À,,..., i,» de leurs dérivées et de 1. 


(1) C'est, à une légère modification près, l'équation qui a servi de point de départ aux 
recherches de M. Picard sur notre sujet. 


El à ae 
l'équation différentielle dont dépend S; et posons 


V= TH AES Pe 5 ; Th) +8(x, sony A 


u étant une fonction indéterminée et LUS se Gane d’ intée- a 
grales de l’équation linéaire. V est donné par l’équation — ") 


(1)  “@[Y aR (257. 22) seo. 
Posons, d'autre part, nid 
| | V=uRrin::5 2) +S (eis -- als 
alors V dépend d’une autre équation que l’on peut former directement, 
soit 
0) i W(V) =o. 
Cherehons les intégrales communes aux équations ( (1) et (2): elles 


correspondent AUX SYSTÈMES LT, «+5. Das Gus +s) Wn, tels que l'on 
ait 

RETIRE. 75 en ats Sx, Lup Ea) EURE 0.5, ED 4 Shy as oe 
c’est-à-dire 7 


Rech, er) ER (ee sh cay eh) coli (B (msi) eS Cats th El 


Or, par hypothèse, si l’on a 


"LINE Rires oy) eee, es at) 


. : on a aussi 
ne DUG Nan 24 ES. MR LEE 


de sorte qu’il n’y a qu’une intégrale commune, qui est 
We dRUE Mi) S tete ent 


Elle est donc fournie par une équation algébrique de la forme 


LA 
a : dR dh 2 
4 a (Vo Ray D eee og ty Gist) 0, 
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De plus cette équation doit être du premier degré en V,, car V, est 

uniforme en même temps que æ,, .…, æ, et u, et les équations (1) et 
’ . , . . 

(2) n’ont pas d’autre intégrale commune que cette fonction uniforme; 


elle peut done s’écrire 
dR 
Vo=F (Ra Se oe) 


F étant une fonction rationnelle: et l’on en conclut 


dk 
S——uR+F(R +++) 
ce qui démontre le théoreme. 


Remarque. — Le théorème précédent correspond au théorème de 


Lagrange sur les fonctions rationnelles des racines d’une équation 
algébrique. 


COROLLAIRE. — St S(x,,...,æ,) admet toutes les transformations com- 
munes aux groupes des fonctions R,,R,,...,R,, elle s'exprime rationnel- 
lement au moyen de ces fonctions, des coefficients de l'équation linéaire, 
de leurs dérivées et de t. 


Car elle admet toutes les transformations du groupe de la fonc- 
tion 
R == u,Ry+. Ca aim uyR,, 


ou u,,.. ,u, sont des fonctions indéterminées de ¢. 


3. La théorie des invariants différentiels de M. Lie conduit immédia- 
tement à un résultat analogue au précédent. Soiten effet R(a,,..., x, ) 
une fonction rationnelle des intégrales, admettant 9 = n? — s trans- 


formations infinitésimales linéaires homogenes. Les fonctions R, 


dR GPA Su UT à ie cee , ; 
eran asa l’on en fait disparaitre les dérivées d’ordre égal ou 


supérieur à », sont s intégrales du système complet à n* variables 
obtenu en égalant à zéro les symboles de ces p transformations, pro- 
longées jusqu’à l'ordre n — 1. Ce sont de plus des intégrales indé- 
pendantes, puisque Q ne peut dépendre d’une transformée d'ordre infé- 
rieur à s. Donc toute fonction rationnelle des intégrales qui admet les 
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o transformations infinitésimales de R, étant intégrale du système com- 
plet précédent, s'exprime en fonction des s intégrales indépendantes : 


R, te LE ae il est de plus évident que cette expression est alge- 
brique. 


Si J'on compare ce résultat à celui du paragraphe précédent, on voit 
que l'expression sera effectivement algébrique, c’est-à-dire ne pourra 
pas être rendue rationnelle en tenant compte de l'équation différentielle 
dont dépend R, toutes les fois que la seconde fonction admettra toutes 
les transformations infinitésimales du groupe de R sans en admettre 
toutes les transformations finies, et dans ce cas seulement. Cela ne 
peut donc arriver que si le groupe de Rest un groupe complexe. 


4. Soient encore deux fonctions rationnelles des intégrales, R et S, 
mais nous supposons que la seconde n’admet pas toutes les transfor- 
mations infinitésimales de la première, et qu’elle en admet par exemple 
g'=p—s,p—n—s étant toujours le nombre des transformations 
infinitésimales distinctes du groupe de R. Prolongeons jusqu’à l'ordre 
n — 1 ces p’ transformations, et égalons leurs symboles à zéro : nous 
obtenons ainsi un système complet de n* — s — s’ équations à n°? va- 
riables, ayant pour intégrales les s + s’+ 1 fonctions 
dR Satay hy ds dSS 


R, dt? ba og cra | dis 3 5, ‘dt’ ae OM dé 


Ces fonctions sont donc liées par une relation, qui ne peut contenir 
seulement les s premières ; c’est-à-dire que S est liée à R par une équa- 
tion différentielle algébrique d'ordre s’ au plus, à coefficients rationnels 
en£,R, À,,..., A, et leurs dérivées. D'autre part, cette équation, dont 
les coefficients sont des invariants du groupe de R, doit admettre 
comme intégrales toutes les fonctions déduites de S par les transfor- 
mations de ce groupe, et comme leur valeur générale dépend, en vertu 
de l'hypothèse (I, Ch. II, n° 2), de s’ paramètres essentiels, elle ne 
peut être d'ordre inférieur à s’; elle est donc exactement d'ordre s’. 


5. Sur les équations transformées. — Soit R(æ,,..., æ,) une fonc- 
tion rationnelle des intégrales et soit 


(3) P(V)—o 


à , a ’ a 
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la transformée, d'ordre s, par exemple, dont elle dépend. L'intégrale 
générale de cette équation est | 


V=R(S a, 523, cen +) BOn, (Li) = F (ay, SA +» Zn | %, polos as), 


les « étant des paramètres nouveaux, essentiels. Soit V, une intégrale 
particulière, supposée fondamentale (IT, Ch. II, n° DD; cela revient à 
dire qu’elle n’est pas intégrale d’une équation de la même forme que 
(3), mais d'ordre inférieur à s : car une telle équation, ayant pour 
coefficients des invariants, admettrait comme intégrale la valeur gé- 
nérale de V, ce qui est impossible, cette valeur dépendant de s para- 
mètres essentiels. 

Il peut alors arriver que la valeur générale V ait le même groupe de 
transformations infinitésimales que V, ; cela aura lieu quand le groupe 
de R sera un sous-groupe invariant du groupe linéaire homogène gé- 
néral. On aura alors, le symbole A désignant une fonction algébrique, 


en) 


Je dis que cette formule donne encore l'intégrale générale de (3), 
si l’on y remplace V, par une autre intégrale fondamentale de cette 
équation. En effet, écrivons que la fonction (4) est une intégrale de 
(3), en faisant disparaître dans le calcul, au moyen de l’équation (3) 
dont V, est une intégrale, les dérivées de V, d'ordre égal ou supérieur 
4s; il vient une relation de la forme 


dV dV 
/ == OR PER EE 
(4) v= A(Vs dt dts—1 


dV, BN, 


di, 
Ge ae 


= == «0 
d à 


4 (Vs, op Seen 


j 
qui ne peut être qu'une identité, puisque V, est une intégrale fonda- 
mentale. Or on s’est servi, dans le calcul, uniquement de ce que V, 
- est intégrale de (3); donc, sous cette seule condition, la formule (4) 
# donne pour V, quels que soient les &, une intégrale de l’équation (3). 
1 De plus, elle donne l'intégrale générale, si l’on ajoute que V, doit 
être une intégrale fondamentale ; car s’il n’en était pas ainsi, c’est 
qu’on pourrait, dans la formule (4), éliminer les constantes « sans 
pousser les différentiations jusqu’à l'ordre s; or la condition pour que 

cette élimination soit possible est que V, vérifie une certaine équation 


hi. £a 
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différentielle, que l’on peut réduire à l'ordre s — 1; et cela ne se peut 
pas, tant que V, est une intégrale fondamentale. | 

L’équation (3) jouit donc, dans le cas où nous nous sommes placé, 
de cette propriété, qui la rapproche des équations abéliennes, que son 
intégrale générale s'exprime algébriquement en fonction d’une inté- 
grale particulière quelconque, par une formule qui reste la même, 
quelle que soit cette intégrale, à condition toutefois que cette inté- 
_grale particulière soit fondamentale, c’est-à-dire ne soit pas intégrale 
d’une équation de la même forme que (3), et d'ordre moindre. 

La résolvante générale, signalée au début de ce Chapitre, appartient 
évidemment à cette classe d'équations. 


6. Passons maintenant au cas général : V a en commun avec V, 
2, <9 transformations infinitésimales. Soit V, une seconde intégrale 
particulière fondamentale, n’ayant aussi que o, transformations infi- 
nitésimales communes avec V, ; elle est intégrale d’une équation dif- 
férentielle algébrique d'ordre s, = p — p, 


(5) DIV 


où ne figure aucune dérivée de V, d'ordre égal ou supérieur à s; et 
l’on verra comme précédemment : 1° qu’elle n’est intégrale d'aucune 
équation de même forme et d'ordre moindre ; 2° que toute intégrale 
de cette équation est une intégrale de l'équation (3), pourvu que V, 
en soit elle-même une intégrale. 

Il pourra alors arriver que V admette toutes les transformations 
infinitésimales communes a V, et V,, et l’on aura, dans ce cas, une 
formule 


\ 


dV, ds-1V, | av, a1Va |) ) 
sr ty es As fy 


GVA (Ve Gi ones Per Ver Ge orn Set 


donnant l'intégrale générale de (3). Je dis que cette formule donne 
encore l'intégrale générale si l'on y remplace V, et V, par deux autres 
intégrales fondamentales, telles que V, satisfasse à l'équation (5), 
sans vérifier aucune autre équation de même forme et d'ordre moin- 
dre. En effet, en exprimant que la fonction (6) est une intégrale de 
l'équation (3), on obtient une relation différentielle 


Pa Vi = 0; 


Pt 


o 
4 
E 
# 
= 
= 
3 
Zz 
4 
Be 
#4 


x ’ à c F ‘ 
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dont on peut supposer qu'elle ne contient ni dérivée de V, d'ordre 
égal ou supérieur à s, ni dérivée de V, d'ordre égal ou supérieur à s, ; 
d'où il résulte qu’elle ne peut contenir ni V, ni V, et est une iden- 
tité. Or on s’est servi, dans ce calcul, uniquement de ce que V, est 
intégrale de (3) et V, intégrale de (5); donc, sous ces seules condi- 


tions, (6) représente une intégrale de la transformée (3). On verra 


de plus, comme précédemment, que, sous les conditions énoncées, 
elle contient s paramètres essentiels et en est, par suite, l'intégrale 
générale. 

En poursuivant le même raisonnement, on arrivera au résultat gé- 
néral suivant : 

A l'équation (3) on peut adjoindre un certain nombre d'équations 
différentielles 
à BV, Vs) =0, 

\ ®,(V.V,, V2) — 0, 


| O,-, (V, Nes Vo, sey Nr) — 0, 


d'ordres décroissants s,, s,,..., $; ,, où ne figure ni dérivée de V, 
d'ordre supérieur as — 1, ni dérivée de V, d’ordre supérieur à $, — 1, 
et ainsi de suite; de telle sorte que, si V, est une intégrale de ® = o 
ne satisfaisant à aucune équation de même forme et d'ordre moindre, 
V, une intégrale de D, = o ne satisfaisant à aucune équation de même 
forme et d'ordre moindre, et ainsi de suite, enfin V, une intégrale de 
®,_, = o ne satisfaisant à aucune équation de même forme et d'ordre 
moindre, l'intégrale générale de l’équation (3) est donnée par une 
expression de la forme 


VRAUVE Ve, DA SIC HE) 


où A est une fonction algébrique de V,, V,, ..., V, et de leurs déri- 
vées, jusqu’à l’ordre s — 1 pour V,, s, — 1 pour Mestre pour 
V,. Et cette formule subsiste, quand on y remplace V,, V,, ..., Vx 
par # autres intégrales satisfaisant aux conditions énoncées. 

Nous exprimerons ce fait en disant que l’équation (3) possède des 
systèmes fondamentaux d'intégrales. Nous appelons système fonda- 
mental d’intégrales un système de fonctions V,, V,, ..., V, satisfai- 
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sant aux conditions précédentes, et nous disons que les systèmes 
fondamentaux d’intégrales de l'équation (3) sont définis par les équa- 
tions (7). 

Remarquons enfin que la propriété précédente s'étend immédiate- 
ment aux équations rencontrées au n° 4, et qui contiennent les trans- 
formées, comme cas particulier. 


CHAPITRE IV. 


GROUPES DE TRANSFORMATIONS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


1. Soit 
ae GAs dx 
(1) aah Aan Oe Ange A Aa =O 
une équation linéaire donnée; ses coefficients sont des fonctions con- 
nues dez: on les considérera comme rationnelles. On peut encore leur 
adjoindre d’autres fonctions de 4 


pat), P(e), cs Pre), 


qui seront également considérées comme rationnelles. D'une manière 
générale, nous dirons alors qu'une fonction de £ a une expression 
rationnelle, ou s'exprime rationnellement, si elle peut s'exprimer en 
fonction rationnelle de ¢, de À,,..., An, ,,..., Ux et de leurs déri- 
vées, et nous dirons qu'elle a une expression algébrique ou s'exprime 
algébriquement, si elle peut s’évaluer algébriquement en fonction des 
mêmes éléments, c’est-à-dire si elle satisfait à une équation algé- 
brique entière dont les coefficients aient des expressions rationnelles. 

Nous désignerons dans la suite par æ,, ..., x, un système fonda- 
mental d’intégrales de l'équation (1), de sorte qu’une fonction ration- 
nelle de ,,..., x, (au sens indiqué II, Ch. I, n°1), R(x,, ...,æ,) est 
une fonction de ¢. Mais, toutes les fois qu’on parlera de transforma- 
tion linéaire effectuée dans R, on y devra considérer de nouveau les x 
comme des fonctions indéterminées. La comparaison de ces deux 
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points de vue conduit au théorème suivant, qui est l’analogue du 
célèbre théorème de Galois. 


2. Tutoritme. — A toute équation linéaire (1) correspond un groupe T 
de transformations linéaires homogènes, qui jouit des deux propriétés 
suivantes : 

1° Toute fonction rationnelle des intégrales qui a une expression ra- 
lionnelle admet toutes les transformations de ce groupe; 

2° Toute fonction rationnelle des intégrales invariante par toutes les 
transformations de ce groupe a une expression rationnelle. 


Considérons, en effet, toutes les fonctions rationnelles de x,, ..., x, 
dont l’expression est rationnelle et, parmi elles, une fonction admet- 
tant un groupe avec le nombre minimum de paramètres. Si ce groupe 
est complexe, on supposera la fonction choisie de manière que les 
familles de transformations qui le constituent soient également en 
nombre minimum. Soit ® cette fonction et T son groupe : je dis que 
c’est le groupe annoncé. 

En effet, soit R une autre fonction rationnelle à expression ration- 
nelle; elle admet le groupe I, car, sans cela, la fonction ® + wR, où 
u représente une fonction arbitraire & expression rationnelle, aurait 
une expression rationnelle, et son groupe, formé des transformations 
de T que R admet, contiendrait, soit moins de paramètres que I’, soit, 
du moins, un nombre moindre de familles de transformations, ce qui 
est en contradiction avec le choix de ®. 

Inversement, toute fonction de R qui admet toutes les transforma- 
tions de F s’exprime rationnellement au moyen det, de À,,..., A, ® et 
de leurs dérivées (II, Ch. III, n° 2); elle a donc bien une expression 


rationnelle. 


Remarque. — La premiere partie du théorème précédent est due à 
M. Picard, qui avait montré, de plus, que toute fonction R admettant 
le groupe T devait être uniforme, les coefficients de Péquation étant 
supposés rationnels. Nous conserverons au groupe I’ le nom de groupe 
de transformations de l'équation, qui lui a été donne par M. Picard, 
pour le distinguer du groupe de l'équation qui intervient lorsqu'on 
étudie les propriétés des intégrales comme fonctions de ¢. 
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3. Lorsqu'on a choisi, pour æ,, ..., æ,, un Système fondamental 
particulier d’intégrales, le groupe I est unique; car, d’après la démon- 
stration précédente, c’est le groupe formé de toutes les transformations 
linéaires homogènes communes à toutes les fonctions rationnelles de 
X,,-++, &, qui s'expriment rationnellement. Mais, si l'équation n'est 
pas intégrée, il est impossible, en général, de définir le système fon- 
damental choisi; de sorte qu’il y a, correspondant à ces divers sys- 
tèmes fondamentaux, une infinité de groupes I’, qui se déduisent de 
l’un d’entre eux en effectuant, dans les deux membres des équations 
qui le définissent, la transformation linéaire homogène la plus géné- 
rale. Nous dirons que ces groupes sont homologues (') dans le groupe 
linéaire homogène général, ou encore qu'ils appartiennent au même 
type. Remarquons, enfin, que les groupes à considérer sont nécessaire- 
ment algébriques. 

Cela posé, la détermination du groupe de transformations d’une 
équation linéaire donnée, ou plutôt du type auquel il appartient, sera 
possible dès que l’on saura résoudre les trois problèmes suivants : 


I. Determiner les differents types de groupes linéaires homogènes alge- 
briques à n variables (n étant l’ordre de l’équation). Dans la troisième 
Partie de notre travail, nous traiterons ce problème dans les deux cas 

‘nasa ett =. 


IT. Calculer, pour chacun des types trouvés, un invariant rationnel 
caractéristique, © Re qui nadmette pas un groupe plus grand, et 
former la transformée dont il depend. La solution de ce deuxième pro- 
blème ne dépend que d’éliminations algébriques (*). 


A . , . ’ . a 
Ill. Reconnaitre st une de ces transformeées a une intégrale rationnelle 
en t. | 


Le type cherché sera, en effet, le plus petit groupe correspondant à 
une transformée possédant une intégrale rationnelle en ¢. 


4. On peut arriver au théorème précédent en suivant une autre 
marche, semblable à celle de Galois, et qui est aussi celle que M. Pi- 


(1) Nous traduisons ainsi le mot allemand gleichberechtigt. 
(*) PoirS. Lie, Transformationsgruppen, 1, p. 218. 
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card avait employée. Considérons la résolvante générale, c’est-à-dire 


la transformée en V—u,x, +...+u,x,:; c'est une équation linéaire 
d'ordre n? 


(2) F(V)—o. 
Il existe toujours au moins une équation différentielle algébrique, 
(3) O(V)=0, 


jouissant, à l'exclusion de toute équation d'ordre moindre, des pro- 
priétés suivantes : 1° elle est algébriquement irréductible; 2° toutes 
ses intégrales sont des intégrales de l’équation (2); 3 l’une au moins 
de ses intégrales est une intégrale fondamentale de l'équation (2). 
L'ensemble des transformations qui permettent de passer de l’une des 
intégrales fondamentales de l’équation (3) à toutes les autres con- 
stitue alors le groupe F. 

Nous n’insistons pas sur la démonstration; nous voulons montrer 
seulement que, si l’on pouvait déterminer l'équation (3), le groupe T 
serait par la-méme connu. Soit, en effet, 


(4) nc Le ee Tin) 
j=1 
la transformation générale du groupe I’, que nous supposons, pour 
simplifier, défini par un seul systeme d’équations. 
L’équation (3) s’obtient en éliminant, par différentiations, les con- 
stantes a dans l’équation 


(5) Nie Ajj (a) Uz 2;, 

if 
de sorte que son premier membre, si l’on réduit l’un des coefficients à 
l’unité, est, avant d’y remplacer les æ par leurs valeurs en fonction 
de ¢, un invariant caractéristique du groupe (4). Mais de la symétrie 
de la formule (5) résulte que, si l’on y considère les w comme des 
indéterminées, c’est alors un invariant caractéristique pour le groupe 


(6) =D aiyj(a)u (j=u2 sn) 
T1 


Ann. de l’Fe. Normale, 3° Série. Tome IX. — Aour 1892. 90 
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qui est le groupe I”, dualistique (*) du groupe I. Or les u subsistent 


dans l’expression de @(V); on peut donc déterminer I” et en dé- 


duire F. 

Ce procédé éviterait la discussion de tous les groupes linéaires algé- 
briques; malheureusement, on ne voit pas de méthode qui permette 
de trouver une équation telle que (3), connaissant l'équation (2). On 
remarquera enfin que, de même qu’il y a une infinité de groupes F, il 
doit y avoir une infinité d'équations jouissant des propriétés de l’équa- 
tion (3), et qui se déduisent toutes de l’une d’entre elles, en y effec- 
tuant sur les w la transformation linéaire homogène la plus générale. 


5. La considération des transformations infinitésimales conduit à 
un nouveau théorème, analogue au précédent : 


Tutorime. — A toute équation linéaire (1) correspond un groupe G de 
transformations infinitésimales linéaires homogènes a n variables, qui 
Jouit des deux propriétés suivantes : 

1° Toute fonction rationnelle des intégrales qui a une expression alge- 
brique admet toutes les transformations infinitésimales de ce groupe. 

2° Toute fonction rationnelle des intégrales qui admet toutes les trans- 
formations infinitésimales de ce groupe s'exprime algébriquement. 


Considérons, en effet, toutes les fonctions rationnelles des intégrales 
qui s'expriment algébriquement, et, parmi elles, une fonction ad- 
mettant le nombre minimum de transformations infinitésimales li- 
néaires homogènes indépendantes. Soient F cette fonction, G le groupe 
de ses transformations infinitésimales; je dis que G est le groupe an- 
nonce. | 

En effet, soit R une autre fonction rationnelle des intégrales à ex- 
pression algébrique; elle admet le groupe G, sans quoi la fonction 
Fæ+uk, où west une fonction arbitraire à expression algébrique, 
s’exprimerait algébriquement, et admettrait seulement les transfor- 
mations infinitésimales de G que R admet, c’est-à-dire moins de trans- 
formations infinitésimales distinctes que F; ce qui est en contradiction 
avec le choix de F. 


(1) Voir, sur les groupes dualistiques : II, Chap. I. 
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Inversement, toute fonction R admettant le groupe G s’exprime 
(II, Ch. I, n° 3) algébriquement au moyen de #, de A,,..., A, Fet leurs 
dérivées; elle a donc une expression algébrique. 


Remarque. — Le groupe G est évidemment le plus grand groupe de 
transformations infinitésimales contenu dans le groupe I’. II se con- 
fond done avec I, toutes les fois que ce dernier est défini par un seul 
système d'équations. Nous verrons dans le Chapitre suivant que ce cas 
est au fond le seul à considérer dans les applications; de sorte que 
nos deux théorèmes se réduisent dans la pratique au premier. 


CHAPITRE V. 


RÉDUCTION DU GROUPE DE TRANSFORMATIONS D’UNE ÉQUATION LINÉAIRE. 


1. Adjonction d’une fonction rationnelle des intégrales. — Soit 
Ara: GAZ. 
(1) ae re esa pa EO 


une équation linéaire, F son groupe de transformations, et ® un inva- 
riant rationnel caractéristique de ce groupe. Soit maintenant ®, 
une autre fonction rationnelle des intégrales, et I’, le groupe des 
transformations de I qu’elle admet. Je dis que l’adjonction de ®, ré- 
duit le groupe de transformations de l'équation à l',. En effet, après 
l’adjonction, les fonctions qui s'expriment rationnellement sont celles 
qui peuvent s’évaluer en fonction rationnelle de ®, de ®, et leurs dé- 
rivées (les coefficients étant des fonctions rationnelles de ¢, de 
À,,..., An, des fonctions primitivement adjointes w,,..., u,et de leurs 
dérivées). Le plus grand groupe qui leur est commun est done le 
groupe des transformations communes à ® et ®,, c'est-à-dire T,. 


Conséquence. — Supposons en particulier que T soit un groupe 
complexe, et soit G le plus grand groupe de transformations infinité- 
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simales qu’il contient; soit enfin F une fonction rationnelle ayant pré- 
cisément G pour groupe. Si l’on adjoint F, G devient le groupe de 
l'équation. 

Or F dépend, en fonction de ®, d’une équation algébrique. Il est 
même facile de voir que le groupe de Galois de cette équation peut 
être considéré comme connu. Soient en effet (vor I, Ch. I, n° 2) 


G, GT; .…., GT 


les familles de transformations de J’, et F,,F,,...,F;_, les fonctions en 
lesquelles F est changée par les transformations T,, T,, ..., T;_,. Ces 
transformations permutent les fonctions 


F, F;, Co, Fr 


suivant un groupe de substitutions, qui est le groupe de l'équation 
algébrique dont dépend F. Car toute fonction des racines F, F,, ..., 
F,_, de cette équation qui admet ce groupe, admet, comme fonction 
des x, toutes les transformations de F, et par suite a une expression 
rationnelle ; et inversement. 

On peut donc toujours, par la résolution d’une équation algébrique 
à groupe connu, faire en sorte que le groupe de transformations de 
l'équation linéaire donnée soit un groupe G engendré par des transfor- 
mations infinitésimales. Nous supposerons toujours dans la suite, à 
moins d'indication contraire, que cette simplification a été faite; en 
sorte que nous n’aurons à considérer que des groupes définis par un 
seul système d'équations, et que des fonctions rationnelles ayant des 
groupes de cette espèce. 


2. Sur les équations auxiliaires. — Considérons toujours l'équation 
linéaire (1); soit G son groupe de transformations et F une fonction 
rationnelle des intégrales æ,, ..., x, ayant pour groupe G. Une autre 
fonction rationnelle R(x,, ..., x, dépend alors, en fonction de F, 
d'une équation différentielle 


(2) MAN ANS MAILS 


1 QC ? A a an D y 4 & 
qui est d'ordre m, si le groupe des transformations communes à F et 
a Ram paramètres de moins que G. Cette équation est irréductible, 
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en ce sens qu'elle n’a pas d’intégrale fondamentale commune avec une 
équation de méme forme et d’ordre moindre; en effet, cette seconde 
equation, ayant pour coefficients des invariants de G, admettrait pour 
intégrales toutes les valeurs que prend F par les transformations de ce 
groupe, c'est-à-dire qu’elle admettrait une intégrale renfermant m pa- 
ramètres essentiels, ce qui est impossible. 

Nous avons vu d’autre part que l'équation (2) possède des systèmes 
fondamentaux d’intégrales. Soient 


ja V,|F, A, ¢) Sy 
{ 


(3) F2(V, Vi, Val, A, €) = 0, 


les équations qui les caractérisent, et soit ¢,, #,, ..., % un de ces 
systemes. L’intégrale générale est fournie par une formule 


(4) MAO ce TEs AG Aly Xa, ae) a). 


En se servant des relations (3), on en déduira l’expression générale 
d'un système fondamental, sous la forme 


V,=A,(¢1, Pee EM LU Are (Oty, tee sm, à 
(5) V.= A2(%, ville ba, red nr HA rue 


MN CC EE AIR a EE ee, Gel) 


™M,,™,, ..., My, sont les ordres des équations (3); les &,6,...,e des 
paramètres arbitraires; on suppose enfin que dans ces expressions on 
a fait disparaitre toutes les dérivées des ¢ d’ordre égal ou supérieur a 
celui de l’équation que chacune vérifie. 

Si l’on joint maintenant aux équations (5) celles qui s’en déduisent 
par différentiations (en éliminant toujours les dérivées d’ordre supé- 
rieur), on obtient évidemment les équations d’un groupe de trans- 
formations aux variables 


! m—1). ! . (yet) . ! 7p 11) 
(6) PP RACINE sr NU Us Dpitslees Parttit 


On a en particulier une transformation de ce groupe si l’on effectue 
dans les fonctions (6) une quelconque des transformations de G, car 
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les relations qui expriment que ©, ..., % satisfont aux équations (3) 
ne cessent pas d’être vérifiées. L'ensemble de ces transformations par- 
ticulières constitue un groupe g isomorphe au groupe G. 

Ce groupe g jouit évidemment, vis-à-vis de l'équation (2), des 
mêmes propriétés que G à l'égard de l'équation (1). Nous pouvons 
donc dire que l'équation (2) possède un groupe de transformations, à sa- 
voir le groupe g. | 

De plus, la transformation identique de g correspond dans G au 
groupe des transformations qui laissent invariantes à la fois 9, ..., a 
et par conséquent chacune des fonctions V, c’est-à-dire au plus grand 
sous-groupe de G, invariant dans G, et laissant R invariante. Il en ré- 
sulte que g sera un groupe simple à condition que ce sous-groupe 
invariant G, soit un sous-groupe invariant maximum de G. Nous dirons 
dans ce cas que l’équation (2) est une équation à groupe simple. 


Remarque. — Un cas remarquable est celui où le système fonda- 
mental d’intégrales de l’équation (2) se compose d’une seule intégrale ; 
il faut et il suffit pour cela que le sous-groupe de G que R admet soit 
invariant dans G. Si c’est de plus un sous-groupe invariant maximum, 
l'équation auxiliaire (2) est de plus une équation à groupe simple. 


3. Méthode générale d'intégration. — Supposons qu’on adjoigne à 
l'équation (1) toutes les intégrales de l'équation (2), ou, ce qui revient 
au même, les intégrales d’un système fondamental de cette équation. 
Le groupe de transformations de l’équation (1) se réduit alors au 
groupe commun à toutes ces intégrales et contenu dans G, c’est-à-dire 
au sous-groupe invariant G,. D'où l’énoncé suivant : | 


Tutortme. — Par l'intégration de l'équation auxiliaire dont dépend 
une fonction rationnelle R, le groupe de transformations de l'équation 
donnée se réduit à son plus grand sous-groupe invariant dont R admette 
toutes les transformations. 


Ce théorème donne le moyen de ramener la résolution de toute 
équation linéaire à celle d’une suite d'équations auxiliaires à groupes 
simples. Pour que ces équations auxiliaires soient d'ordre minimum, 
on devra évidemment opérer de la manière suivante. 
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On effectue une décomposition normale du groupe de transforma- 
tions G de l’équation donnée. Soit 


G, G,, Gp, DEC 40) Gi 


cette décomposition; on cherche alors un sous-groupe de G conte- 


nant G, et ayant le nombre maximum de paramètres : soit y,; puis un 
sous-groupe de G, contenant G, et ayant le nombre maximum de para- 
mètres : soit y,; et ainsi de suite; enfin un sous-groupe maximum y, 
de G,_,. On calcule ensuite des invariants rationnnels F,, ..., F, carac- 
téristiques respectivement de y,, y», ..., y: : les équations auxiliaires 
sont alors celles qui fournissent F, en fonction de F, F, en fonction 
de F,, etc., enfin F, en fonction de F,_,. 

Les ordres des équations auxiliaires sont done les indices de compo- 
suion (1, Ch. I, n°3) du groupe G. D'où il résulte que, quelle que soit 
la décomposition normale employée, elle conduit toujours à des équa- 
tions auxiliaires des mémes ordres. 


Remarque. — La méthode précédente ne sera applicable, dans les 
conditions où nous nous sommes placés de n’avoir jamais à effectuer 
que des calculs algébriques, qu’autant qu’on pourra déterminer une 
suite de groupes Y,, Yo. ---» yx qui soient tous des groupes algébriques. 


4. Discussion. — Il resterait à étudier dans quelles circonstances 
l'intégration d’une équation auxiliaire peut réduire le groupe de trans- 
formations de l'équation donnée. Nous nous bornerons ici au cas où 
l'équation auxiliaire est elle-même linéaire (*). 

Soient donc 
(1) CAE 
l'équation proposée, G son groupe de transformations, F une fonction 


rationnelle de ses intégrales æ,, ..., æ, ayant précisément G pour 
groupe. Soient d'autre part 


(2) g(7)=0 


(1) Les résultats qui suivent peuvent s'étendre au cas plus général où l'équation auxi- 
liaire possède des systèmes fondamentaux d’intégrales. 
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l'équation linéaire auxiliaire, et y,, ..., 74 un système fondamental | 
d’intégrales de cette équation. Nous supposons que l'intégration de (2), 
c’est-à-dire l’adjonction de y,, ..., y, réduise le groupe de transfor- 
mations de (r) à un sous-groupe G, de G ayant par exemple s para- 
mètres de moins. Soit F, une fonction rationnelle de æ,, ..., x, ayant 
G, pour groupe; l'hypothèse revient à dire que l’on a 


F;(x:, sails ig) Se bas ss Vas 


H, étant une fonction rationnelle des intégrales de (2). Formons alors 
les deux équations irréductibles (au sens du n° 2) dont dépendent 
respectivement F, et H,. Comme elles ont une intégrale fondamentale 
commune, elles sont identiques; donc elles sont en particulier du 
même ordre. Dès lors la valeur générale de H, par les transformations du 
groupe (de transformations) de l’équation (2) a le même nombre de 
paramètres essentiels que la valeur générale de F, par les transforma- 
tions de G. Or, si l’on adjoint à l’équation (2) les intégrales de (1), 
F, et par suite H, devient rationnel; donc cela réduit le groupe de 
transformations de l'équation (2) de s paramètres au moins. Cela ne 
peut d’ailleurs pas le réduire d’un nombre plus grand, s’, car le même 
raisonnement prouverait alors que l’adjonction des intégrales de (2) 
réduit le groupe de transformations de (1) de s’ paramètres au moins, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. Done l’adjonction des intégrales 
de (1) réduit le groupe de transformations de (2) exactement de s 
paramètres. 

De plus, les diverses valeurs de F, étant respectivement égales aux 
diverses valeurs de H, se trouvent toutes adjointes par l’adjonction 
des intégrales de l'équation (2). Donc le groupe G de l'équation (1) 
est réduit à un sous-groupe invariant G, ; et de même pour l'équation 
(2). Nous pouvons donc énoncer les résultats suivants : 


TuéoRèME. — Sv, par l intégration d'une équalion linéaire auxiliaire, 
le groupe de transformations de l'équation proposée se trouve réduit de 
s paramètres, u en est de méme pour l'équation auxiliaire par l ‘integration 
de la proposée. De plus, les nouveaux groupes de transformations des 
deux équations sont invariants dans les anciens. 


COROLLAIRE I, — St l'intégration d'une équation linéaire auxilire à 
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groupe simple réduit le groupe de transformations de l'équation donnee. 
les intégrales de l'équation auxiliaire sont des fonctions rationnelles des 
intégrales de la proposee. 


Car, si l’on adjoint à l'équation auxiliaire les intégrales de la pro- 
posée, son groupe, qui est simple, se réduit, en vertu du théorème 
précédent, à la seule transformation identique, de sorte que toutes ses 
intégrales s'expriment rationnellement ('). 


 COROLLAIRE IT. — St l'intégration d'une équation linéaire du premier 
ordre réduit le groupe de transformations de la proposée, une quelconque 
de ses intégrales est une fonction rationnelle des intégrales de l'équation 
donnée. Le groupe de transformations de celle-ci se réduit alors à un 
sous-groupe invariant ayant un paramètre de moins. 


Car le groupe d’une équation linéaire et homogène du premier ordre. 
est le groupe linéaire homogène à une variable, qui est simple. 


CHAPITRE VI. 


ÉQUATIONS LINÉAIRES INTÉGRABLES PAR QUADRATURES. 


1. Tuéorème. — Pour qu'une équation linéaire soit intégrable par 
quadratures, il faut et il suffit que le groupe de transformations de cette 
: 4 À 
equation soit un groupe intégrable (?). 


Nous démontrerons d’abord que la condition est nécessaire. 

Remarquons, à cet effet, que toute quadrature équivaut à l’intégra- 
tion d’une équation linéaire du premier ordre ; et supposons, par con- 
séquent, que l’équation donnée puisse être intégrée au moyen d'une 


(1) Ce corollaire, avec l'extension indiquée dans la Note précédente, montre que la 
méthode du n° 3 est la seule méthode d'intégration de l'équation proposée au moyen 
d'équations auxiliaires à groupes simples. 

(2) Voir I, Ch. I, n° 3. 

Ann. de'l’ Ec. Normale. 3° Série. Tome IX. — Aout 1892. RL 
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suite d'équations linéaires auxiliaires du premier ordre, c’est-à-dire 
que son groupe de transformations se réduise finalement à la seule 
transformation identique par l’adjonction successive des intégrales de 
ces équations. Il résulte du corollaire I] du n° 4 du Chapitre précédent 
que, chaque fois que le groupe se réduit, il se réduit à un sous-groupe 
invariant ayant un paramètre de moins. 

Done le groupe de transformations de l’équation donnée contient 
un sous-groupe invariant à un paramètre de moins, celui-ci de même, 
et ainsi de suite; c’est done bien un groupe intégrable. 


Remarque. — On peut aussi faire une démonstration directe. Sup- 

posons que l'intégration de l’équation 

dy 

— —=46(4) 
(1) tot) 
réduise le groupe de transformations G de la proposée à son sous- 
groupe G, ; et soit F, une fonction rationnelle des intégrales æ,,...,x, 
de l'équation donnée qui ait pour groupe G,. On a, en désignant par y, 
une intégrale de (1), et par H une fonction rationnelle, 


(2) Files tal = HP 


Formons l’équation irréductible (II, Ch. V, n° 2) dont dépend F, ; et 
celle dont dépend H(y, ), et qui est évidemment du premier ordre. La 
seconde équation, admettant pour intégrale une intégrale fondamen- 
tale de la première [à cause de l'égalité (2)|, est identique à la 
première, de sorte que la valeur générale de F, par les transfor- 
mations de G ne dépend que d’un paramètre essentiel ; c’est diré que 
G, a un paramètre de moins que G. De plus, les diverses valeurs 
de F, étant les mêmes que les diverses valeurs de H(y, + a) se trou- 
vent toutes adjointes ; donc G, est un sous-groupe invariant de G. 

Le raisonnement s'achève alors comme précédemment. 


CoroLLamme. — L'équation différentielle linéaire générale d'ordre n 
(rn >1) n'est pas intégrable par quadratures. 


Car son groupe de transformations est le groupe linéaire homogène 
général an variables ; ce groupe ne contient qu'un sous-groupe à un 
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paramètre de moins : c'est le groupe linéaire homogène spécial, qui 
est invariant dans le précédent, mais qui est simple (‘). Le groupe 
linéaire homogène général à n variables, pour 2 >1, n'est donc pas 
intégrable. 


2. Passons à la démonstration de la seconde partie du théorème. 
Nous nous appuierons sur ce résultat (?) que tout groupe intégrable 
de transformations infinitésimales linéaires homogènes à x variables 
est homologue à un sous-groupe du groupe 


P15 


(K) LiP23 X2Po, 


“9 se ey 


| Ti Pry La P ns CEE LnPns 


dont les transformations finies ont pour équations 


Li — A124, 


Ly — Ag, Li + oo Lo, 


Ly = Any Li + Ang La ++ +++ Ann Ly. 


On voit facilement que toute transformation linéaire homogène qui 
laisse invariant le groupe K est contenue dans ce groupe, de sorte que 
tout groupe linéaire homogene intégrable, complexe ou non, est ho- 
mologue à un sous-groupe de K. 

Il en résulte que, si le groupe de transformations de |’équation 
linéaire d’ordre n donnée est intégrable, tout invariant du groupe K 
s’exprime rationnellement, en désignant par x,, ..., x, un système 
fondamental d’intégrales de cette équation convenablement choisi. 

Or le groupe K est le groupe des transformations communes aux 


fonctions | 


AED) AD, ED 
(3) AD Free à ie 


(1) S. Lin, Zransformationsgruppen, 1, Ch. 26 et Ch. 27. 
(2) Zbid., Ch. 27, p. 589. 
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en effet, AUDE ost un invariant caractéristique du groupe. 


dt 


= A1 LA ta 


Lear = A+, Li + 


n XLne 


Done, toutes ces fonctions s’expriment rationnellement. En particu- 
AL z; 
dt ml 
déjà, par une quadrature, une intégrale de la proposée, à savoir æ,. 
Posons alors 


m= a, f pdt, SAT To = yf Fania ; 


lier, la premiere a une expression rationnelle, de sorte que l’on a 


Vases Vas Constituent un système fondamental d’intégrales d’une 
équation linéaire d'ordre n — 1 dont les coefficients sont rationnels, 


puisqu'ils s'expriment rationnellement au moyen de A,, ..., À, (coef- 


d$ x : SU 
vA ‘et de leurs dérivées. 


De plus, on a, par un calcul facile, 


ficients de la proposée), de 


vA eee Vk-1 
De (it =e aie te see ma) lis 


HE ee ye” 
en sorte que la nouvelle équation est encore telle que les quantités 
‘ 


wee, ee ALES, 
Hiss + din. 


analogue aux quantités (3), s'expriment rationnellement. On peut, dès 
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lors, opérer sur elle comme sur la précédente, et ainsi de suite. On 
aura donc une nouvelle intégrale de la proposée, +, par exemple, par 
deux quadratures nouvelles superposées; puis une autre, æ,, par trois 
quadratures nouvelles superposées, et ainsi de suite; de sorte que 
l'intégration complète de l'équation donnée exigera, dans le cas le 


: 2. 27 LON On| 
plus général, 1+ 2+...+2= — quadratures. 


Remarque. — La démonstration qui précède a ceci de remarquable, 
qu'elle montre que, si une équation linéaire peut être intégrée par 
des quadratures, elle peut toujours l’être en employant le procédé 
classique qui consiste à chercher une intégrale particulière, puis à 
ramener l'intégration de l'équation donnée à celle d’une équation 
linéaire d’ordre inférieur d’une unité, et ainsi de suite. Elle fournit 


l'énoncé suivant : 


THéORÈME. — Sv une équation linéaire est intégrable par quadratures, 
la dérivée logarithmique de l’une de ses intégrales s'exprime rationnelle- 
ment. 


Enfin, la condition nécessaire et suffisante énoncée en tête de ce 
Chapitre peut prendre une autre forme, analogue à la condition donnée 
par Galois pour la résolubilité par radicaux des équations de degré 
premier, qui est que la résolvante de Lagrange ait une racine ration- 
nelle. En effet, notre condition peut s'exprimer en disant qu’une fonc- 
tion rationnelle des intégrales ayant pour groupe le groupe K doit 
s'exprimer rationnellement. Une telle fonction est, par exemple, 


d£ D. d£ D, qe. 
VE, ai us or ste Cerne en aay 
où u,, ..., U,_, sont indéterminées. D'où le théorème suivant : 
THéorèME. — Pour qu'une équation linéaire d'ordre n soi integrable 


; ‘ 1 , bt me (1) 
par quadratures, il faut et il suffit que la transformée dordre ~~ 


dont depend Q ait une intégrale rationnelle. 


Dans la pratique, il sera en général préférable, pour reconnaitre si 
une équation donnée est intégrable par des quadratures, de suivre la 
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marche même employée dans notre démonstration; car la résolvante 
en Q est, dès le troisième ordre, extrêmement compliquée. 


3. Considérons encore une équation linéaire ayant pour groupe de 
transformations un groupe intégrable G. La méthode générale d’inté- 
gration du Chapitre précédent montre encore que l'intégration n’exige 
Ate que des quadratures. Soit, en effet, G, un sous-groupe invariant 
de G avec un paramètre de moins, et soient F et F, deux fonctions 
rationnelles des intégrales ayant pour groupes G et G,. F, est inté- 
grale d’une équation du premier ordre de la forme 


(4) o(F, eet iF 1, t) =. 


De plus, G, étant invariant dans G, la valeur générale de F, s’ex- 
prime au moyen d’une valeur particulière par une relation 


(5) V=A(F;|F, A, ¢|), 


où & est une constante arbitraire et où ne figure aucune dérivée de F, ; 
enfin cette relation donne toujours l’intégrale générale, si l’on y rem- 
place F, par une autre intégrale particulière. En résumé, F, est inté- 
grale d’une équation connue 


dy 
(6) ¥ (70) =o, 
qui jouit de cette propriété que son intégrale générale Y s’exprime au 
moyen d'une intégrale particulière y par une relation connue 
(7) Y—0(7, a), 


dont la forme est indépendante de cette intégrale particulière. Je dis 
qu'une telle équation s'intègre par deux quadratures au plus. 
En effet, l’équation (7) définit évidemment un groupe de transfor- 


mations à une variable et un paramètre. Calculons sa transformation 
infinitésimale; soit 


(8) n(y)~> 
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et déterminons une fonction z de y par la condition 


dz 
n(y)=-=1, 
NT; 
c’est-à-dire 
Ae Tae 
ef yeu: 


Le changement de variable, s = y(y), change alors (8) en = c'est- 
à-dire change le groupe (7) en le groupe 


(9) Z= 3 +6. 


Il change donc l’équation (6) en une équation dont l'intégrale géné- 
rale ne renferme qu’une constante additive, et qui est, par conséquent, 
de la forme 

cs = (1). 
Cette équation s'intègre par une seconde quadrature, et dès lors l’in- 
tégration de l’équation (3) est effectuée. 

En résumé, la réduction du groupe de transformations à G, exige au 
plus deux quadratures. Nous disons au plus, parce que la première 
quadrature disparaît, en général, dans les applications. Si donc le 
groupe G a r paramètres, l'intégration de l’équation donnée nécessite 
au plus 2r quadratures. 


‘ 


Remarque I. — La démonstration précédente préte a cette objec- 
tion, qu'elle suppose qu’on puisse effectuer une décomposition nor- 
male du groupe G en sous-groupes algébriques ; mais elle a l'avantage 
de montrer comment, dans certains cas, le nombre des quadratures 
peut être réduit de beaucoup. 


Remarque IT. — ll y a enfin lieu de distinguer entre les quadratures 


. qui se calculent indépendamment les unes des autres et les quadra- 


tures superposées. Dans l'application de la méthode générale, toutes 
les quadratures paraissent devoir être superposées; notre première 
démonstration montre, au contraire, qu’on peut diriger les calculs de 
manière à avoir au plus 2 quadratures superposées. On peut souvent, 


- 
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LU 
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d’ailleurs, modifier la méthode générale, de manière à remplacer des 


quadratures superposées par des quadratures indépendantes. 

Supposons, par exemple, que G contienne p sous-groupes invariants 
distinets à un paramètre de moins : on pourra, par des quadratures 
indépendantes, calculer successivement des invariants de chacun 
deux, et l’adjonction de ces ¢ fonctions réduira le groupe de transfor- 
mations de l’équation de 9 paramètres. 


4. Equations à coefficients constants. — L'exemple le plus simple est 


celui des équations à coefficients constants. Soit l’équation 


F d® x da” dx 
(10) Tin tete ne ho CMe JA Ce Où 


l'équation en a admet 7 intégrales rationnelles, à savoir les x racines, 


supposées distinctes, de l’équation 


(11) P(u) = u® + cu" 1+...+ Cru + Cn=0; 


: a ae, c D A 
soient =", —* ces n racines. Le groupe commun à ces 2 fonc- 
1 n 


tions est 


(12) Li Pi LP RTE LnPn; 


c’est donc le groupe de transformations de l'équation. Or les transfor- 
mations de ce groupe sont échangeables deux à deux : l'intégration 
doit donc s’effectuer par n quadratures indépendantes, d’après la 
remarque II du paragraphe précédent. Les x sous-groupes à considé- 
rer sont ici ceux qu'on déduit de (12), en supprimant successivement 
chacune des transformations infinitésimales, et les n invariants sont 
les n intégrales a,, ...,æ,; on retombe donc sur le procédé ordinaire 
d'intégration de cette classe d'équations. 


Remarque. — Si les racines de l'équation (11) ne sont pas distinctes, 
le groupe de transformations de l'équation (10) se réduit. Supposons, 
par exemple, que uw, soit racine multiple d'ordre # de (11), et soit 


u, = =. Je considère l’équatio = © ies 
ay quation en y = > qui est 
a | 


o=y(aP+e,c"—-)+. Ont) ty! [nz +(n—1)c, re tet Cdi] 


— 
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Elle devient, si l’on pose ren 


If 
: CHARME 
c’est-à-dire 
5 6 | yl) 


Fa PI (a) ae. 


Elle a donc & intégrales rationnelles, par exemple 


RAM ee Re rte a 


i seront, si l’on veut, 2,2, ---, *: de sorte ' 
q Cie oe de sorte que le groupe (12) est 
ici remplacé par 
=a ; ’ : PTS. ani Ly Pris nes on fine 


ZZ La quadrature qui donne x, fournit en même temps 
4 
22 INT TON, Fr HE, 


9 ms mn ’ y . 
À c'est-à-dire que 4 quadratures sont remplacées par une seule, ce qui 
a tient à ce que le groupe contient 4 — 1 paramètres de moins que dans 
le cas général. 
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GÉNÉRALITÉS. — GROUPES DUALISTIQUES ET ÉQUATIONS ADJOINTES. 


1. Géneralités. — D'après la méthode générale que nous avons 
indiquée pour l'intégration d’une équation here donnée, la théorie 
générale des équations linéaires d'ordre nx comprend la résolution des 
trois problèmes suivants : 

1. Déterminer les divers types de groupes algébriques contenus dans 
le groupe linéaire homogène à 7 variables. 

Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome IX. — AovT 1892. 
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IL. Étudier à quels caractères on reconnaitra que le groupe de trans- 
formations d’une équation linéaire donnée appartient à un de ces 
types. 

III. Connaissant le type du groupe de transformations d’une équa- 
tion linéaire, indiquer quelle sera la nature des équations auxiliaires 
à intégrer, et former ces équations auxiliaires. 

Nous ne pouvons aborder ces problèmes dans toute leur généralité; 
nous limiterons nos applications aux deux cas particuliers des équa- 
tions du second et du troisième ordre. Voici auparavant quelques 
remarques générales. 

La nature des équations auxiliaires dépend de la structure du groupe 
de transformations de l'équation; c’est 1a une question sur laquelle 
nous nous réservons de revenir plus tard. Indiquons seulement ici ce 
résultat, que les équations du premier ordre intervenant dans l’appli- 
cation de la méthode pourront toujours étre remplacées par des équa- 
tions de Riccati, à moins que l'intégration de ces équations se ramène 
à des quadratures, cas que nous avons précédemment étudié. 

La solution du second problème revient à reconnaître si une cer- 
taine équation différentielle admet une intégrale rationnelle : la mé- 
thode des coefficients indéterminés, jointe à la décomposition en élé- 
mentssimples, suffira en général. Il sera avantageux de faire intervenir, 
dans la formation des équations à considérer, les invariants de l’équa- 
tion linéaire d'ordre x. 

Enfin, dans l’étude des types de groupes linéaires homogènes, on 
devra distinguer entre les groupes intégrables et les groupes non inté- 
grables : on pourra même à la rigueur se dispenser d’une étude 
détaillée des premiers, et appliquer simplement ce que nous avons dit 
de l'intégration par quadratures. Pour les autres, nous cherchons tous 
les types de sous-groupes non intégrables du groupe linéaire homogène, 
et nous ne Conservons que ceux qui sont algébriques. 


2. Groupes dualistiques. — La recherche de ces types est simplifiée 
par la considération des groupes dualistiques. On sait que M. Sophus 
Lie appelle ainsi (') deux groupes qui se déduisent l’un de l’autre par 
ee CE ES ee TE eR Tee À à ed Oe 
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est, par définition, 


Any 1s Any 


~ Son inverse est donc 


ve», ip Uj 
i= 
de sorte qu'elle est définie par l'identité 
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__ Pour les groupes linéaires homogènes, on peut donner une définition 
plus élémentaire. La transformation dualistique de la transformation 


ro) 


Il résulte de là qu’à tout groupe de transformations linéaires homo- 
genes correspond un groupe dualistique, formé des transformations 


dualistiques (ou de leurs inverses ). 


xX =>) CikViPhs 
ik 
et cherchons la transformation dualistique 


p= 


È PE th 


! 
Cn Uidn 


Soit maintenant une transformation infinitésimale 


elle doit être elle que Sd inva 


SE i rs 
3 ES) énenu= = ee 5 a 
ik in 4 

L 

> (ir + eh) Tiux = 0 
ik : 
d’où l’on conclut 
; Cy, = — ei EME ER MER À 


Done, pour passer d’un groupe finale homogene au dualistique, il 
nous suffira d’intervertir dans ses transformations infinitésimales les 
indices des variables avec ceux des dérivées partielles. 


3. Equation adjointe. — Soit 


da dir 
(1) 4 der +h di) 1 = tat LATE O 


~ 


une équation linéaire, ayant pour systeme fondamental d’intégrales 
les fonctions x,, ..., v,. L’équation adjointe de Lagrange est celle qui 
a pour intégrales les fonctions u,, ..., u, définies par les relations 


| UT, > + 


Ue, + Uae 


| Uy e+ une, + u,v =0, 
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érale de |’ équation adjointe est 


: ot iis Ge. ..., € sont des constantes arbitraires. En différentiant Cette 
a relation, on an successivement sae 
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oe done. enfin 
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“4 (4) ET Gia (AU) +.. ren pi Unit) + (1) RO. 

| C’est done là l'équation one On sait que l’adjointe de l'équation (4) 
‘4 serait précisément l’équation proposée (1). Cette réciprocité tient à ce 


que, par des différentiations, on peut déduire des relations (2) les for- 
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L'importance de l'équation adjointe dans notre théorie tient à ce fait 
que les groupes de transformations de deux équations adjointes sont 
deux groupes dualistiques. En effet, la forme des relations de défini- 
tion (2) montre qu’à toute transformation 


CES Aik Ty 
k 
entre les x correspond entre les fonctions # la transformation 


7 — »: Qiks 


c’est-à-dire inverse de la transformation dualistique; et l'inverse a 
lieu évidemment. Dès lors toute fonction rationnelle des uw qui a une 
expression rationnelle admettant, comme fonction des a et de leurs 
dérivées, les transformations du groupe de transformations G de l’é- 
quation (1), admet, comme fonction des indéterminées u, le groupe G’ 
dualistique de G; et réciproquement toute fonction rationnelle des wu 
invariante par G’ est, comme fonction des æ, un invariant de G, qui est - 
le dualistique de G’; elle s'exprime donc rationnellement. G’ est done 
le groupe de transformations de l’équation adjointe (4). 

Comme l'intégration de chacune des équations adjointes (2) ou (4) 
entraine celle de l’autre, on pourra, dans les applications, considérer 
comme équivalents deux types de groupes linéaires homogenes, cor- 
respondant à des groupes dualistiques. 


Le 
SUR L’INTÉGRATION DES EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINEAIRES. 2955 nee 4 
j 
L 
Pa 
y 


a | | CHAPITRE I. 


“ ia | = ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE. : PE a 
4 : vw 
4 ; ‘3 
q L. Groupes linéaires homogènes a deux variables ('). — Le groupe = 4 
_ linéaire homogène général à deux variables x,, æ, dépend de quatre | 
_ paramètres. Toute transformation infinitésimale de ce groupe est une YY? ÿ 
= combinaison linéaire des quatre transformations | wey 


"7 . | Æi Pis LaPis LiPas La Pr. 


_ Nous allons déterminer ses sous-groupes; pour nous aider dans cette | 
= recherche nous considérerons æ,, x, comme les coordonnées homo- 
a genes d’un point d’une droite. 


Groupes a un paramètre. — Soit . 
X f= (Gti + Gy2Xe) Pi + (a Li + Ay2 La) Pa 
un de ces groupes; trois cas peuvent se présenter : 


4 a. Il laisse invariants deux points distincts; en les prenant pour 


points de repère, x, = 0, x, — 0, on trouve pour X/ la forme cano- 
nique 
dy Hy Pi Ay La Pa (a, a2). 
b. X/ laisse invariants deux points confondus; prenons le point 
1 double invariant pour point æ,— 0, et nous obtenons la forme type 


XL, Pe + À (T1 Pa + Lo Pa). 


c. Le groupe laisse invariant tout point de la droite; c’est alors 


LiPi+ Lz Po. 


(1) Ces groupes ont été, depuis longtemps, déterminés par M. Lie. 


Ke vession. : = ae Le 


aes à deux parametres. — Tout groupe à à deux paramèt 
sède au moins un sous-groupe invariant. De la trois cas : 


a. Ce sous-groupe invariant est du type 
4,24 PT Az %_P, (Aa). 


Den des points qu'il laisse invariants est invariant par foot le 
groupe ('); la deuxième transformation infinitésimale du groupe € est 
donc de la méme forme, et le groupe a pour type 


Li Pis H2 Pr |: 


b. Le sous-groupe invariant est du type 


“NX, Zipat A(XiPi + £2 Pr). 


Une deuxième transformation infinitésimale laisse encore invariant 


le point x, = o. Si elle est du même type, le groupe est 


| Li Pay Li Pi + Ly Pa | 


Si elle laisse invariants deux points distincts, elle est 


X2= 1X; Pi + Aa da Pa (4a), ; 


et le groupe contient 
| (Xi Xe) = (aa 4) pe. 


On en conclut À = 0, et pour le groupe la forme type 


Li Pry MAP + Az Xz Py (a) az). 


Enfin, si X, laisse invariant chaque point de la droite, on retombe 
sur l’avant-dernier type. 


(‘) Transformationsgruppen, 1, p. 586. 


ee 
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ns 7 Œ ne 25 ; ane i a 
oe RL : 7 TE Ha . 
eer e sous- groupe invariant est XL, Ps + Lo Pas ; on retrouve les oe ee es 
= _ précédents > ; < re 
"SOUS | i Pi, La Pa |> | 21 Pa, Ly, Py + Xo Pz |e ; : : M à 
Ex - cana | + : ik 
2 wi 4 f ie 
7 r . | ae 
CM _ Groupes à a trois 7 — Soit G un de ces groupes. S'il est inté- Py 
grable il est du type (voir If, Chap. VI, n°2) Os? 
ae 7 k 
à : £ : : ‘ 
i? | Pi, TiPn TePa le , : 
D | Sinon, il a la structure du groupe projectif général à une Fable a 
c’est-à-dire fs 
iS ’ - 
a — : (XiX2) =X, (X,X3) = Xs, (X1X3) = 2X2. , 
__-X,, X, forment un sous-groupe à transformations non échangeables, A 
É qui peut être pris sous la forme 
4 Xi= 21 Pre, Xe ML Pi + 2X2 Pas 
Ss et comme 
oS (Xi Xz) = (a — a,) 2X; Pr, 
X= 41 (21 Pi + £22) + £2 Pa; 
Ss soit alors 
à X3= bide pi + 0,( 2, Pi + #2 Pa). 
EE Onts 2° 
—- (X.X3) = Oa.py,  . (Xi X53) = Oi (21 pi — La Pa), 
d’où l’on conclut 
4 ; Us — 0, b,;= 2a,=— 2(a,+1), 
à et, par suite, 
‘ X,= 21 Pr, Xo= 5 (22 Pa — Li Pi) X3= — 2 P1. 
2 On trouve donc seulement le groupe linéaire spécial 
E Pos %1Pi—%2P2, %oP1 |- 
a On obtient sans difficulté les transformations finies des groupes 
a - Ann, de P eeNarniate: 3° Série. Tome IX. — Aour 1892. 33 


| 21Py ah 


$ 2 3" 
(| Ly Poy U2, Py Ax Po | (FA a2), 
| Lips, LiPitLePa |, 


| XZ Py, LoPo Ê 
(VIT) & | TA Po ; 


a RUE br ae ne 
Le rapport = doit être rationnel. Tous ces groupes sont intégrables, 
. 2 


sauf le premier. Les groupes (I) et (VIII) sont seuls invariants dans 
le groupe linéaire homogene général. : 


2. Nous prendrons l’équation linéaire du second ordre sous la forme 


aR dx 
de + 2P ap +4æ—0, 


(1) = 


et nous la supposerons définie par le coefficient p et Pinvariant K. Voiei 
comment s’introduit cet invariant. Posons 


(2 ; Meh 
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X étant une fonction dec; I équation prend la forme 


ax dX 
3! Hs 
+ ( ) PTE + 2P 7 + OX —0, 
DC, où 
dh 
‘ À | P=p+.— 
(4) movie 


hee wee mes 1 ad?) 
Tran oh do. 


Ces formules définissent un groupe continu infini de transforma- 
tions des quantités p et g; on en obtient un invariant différentiel 


2 _ du premier ordre en choisissant À de manière à annuler P, ce qui 
= . donne 

= (5) = hen sodt, 

ey (6) LA æ—=Xe-frdi, 


# L d Xx — 
a (7) ae +KX =o 
| avec 
4 (8) K=g—p—p". 


La forme réduite devant rester la même, si l’on effectue d’abord 
dans l’équation (1) une transformation quelconque de la forme (2), 
K est bien un invariant différentiel de l’équation pour les transforma- 
tions (2). On voit de plus que, si p et K sont connus, g s’en déduit im- 
médiatement. 

Trois transformées bien connues jouent un role important dans 
l’étude de l’équation du second ordre : ce sont celles dont dépendent 
les invariants caractéristiques des groupes (1), (II) et (VII). Le pre- 
mier a pour invariant 


A= ope 7.2L), 
et la transformée correspondante est 
(9) _ A’+apA-=o0. 
7 


OR vession, 


Le groupe (IL) a pour invariant 


FR u | D 

. | +). 
nous le remplacons par un autre qui soit un invariant aussi pour les = 
transformations (2), de sorte que les coefficients de la transformée 1 
s'expriment au moyen de l’invariant K. Cet invariant est + up | 1 00 


r 
4 


La transformée peut se calculer sur l’équation réduite (7). Ona 


Re (x) 
aie.® X 


d’où l’équation de Riccati 


(10) Wa Ke 


Enfin le groupe (VII) a pour invariant 


C'est un invariant pour les transformations (2); on peut donc encore 


se servir de la réduite (7) pour trouver la transformée dont il dépend 
Ona = 

eee. ew. ee. 

RME oe eee 
donc 


ou enfin 


: 2 
(11) o-3(5) —2K=o0., 


3. De l'intégration de l'équation du second ordre. — Supposons que 
nous ayons affaire à l’équation générale du second ordre. Notre théo- 
rie conduit alors a ce résultat connu qu’on en peut ramener lintégra- 
tion à celle d’une équation de Riccati et à une quadrature. On peut 


2 
a 
4 
4 
à 


a 
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de plus faire en sorte que ces deux opérations soient indépendantes 
l’une de l’autre. En effet, si l'on intègre l'équation (9), au moyen de 
la quadrature 


(12) A = e-*pdt, 


on réduit le groupe de transformations de l'équation au groupe de A, 
c'est-à-dire au groupe linéaire spécial. Si, en même temps, on intègre 
l'équation (ro), cela réduit ce nouveau groupe à la transformation 
identique, puisqu'il est simple. L’équation donnée doit donc être in- 
tegree. Soient en effet w,, uz, u trois intégrales de l'équation (10) : il 
existe deux intégrales de l’équation réduite (7) qui sont telles que 
l'on ait 
de = Xs =i, ere = 
À X,+ X, 


Xi 
et, en même temps, 
OUR EVE 


Cela tient à ce que les deux premières de ces formules ne définissent 
X, et X, qu’à un facteur constant pres. On en conclut 


(u— u,)X,+ (u— u,)X,=0, 
X, X,(u,— u,) =1 
et, par suite, 


ub — ly 
(u — Wy) (Uy— Wy)” 


\ a,=VAX,, TVA X;. 


u— Uy 


(u — u, )(ui — aye 


Xe 


Remarque J. — La présence d’un radical carré dans les formules (13) 
tient à ce que les groupes de A et de w, u,, u, ont en commun la trans- 
formation 


(14) Lj=— &, La — — Lo, 


de sorte que, après la quadrature (12) et l’intégration de l'équation de 
Riccati (10), le groupe de transformations fines de l'équation se ré- 
duit en réalité à la transformation identique et à la transformation (14). 
Il faut donc encore l'extraction d’une racine carrée pour le réduire à la 
seule transformation identique. 


Es ARTS fs et ua. 
a | 262 E. VESSIOT. = af it FF 
TF4 | Remarque II. — Si l'équation proposée a pour groupe de transfor- vias 
mations le groupe linéaire spécial, A est rationnel, c’est-a-dire que 1420 "2 
quadrature (12) disparait dans le calcul précédent. Il n’y a donc dans 
a ce cas, qui se reconnait à ce que le coefficient p est la dérivée loga- 
rithmique d’une fonction rationnelle, qu’à intégrer l’équation de Ric- i> 
cati (10). 


La 


#4 Be Goce aa Ye a 
4. Equations intégrables par quadratures. — La fonction =~ a pour 
groupe le groupe (II) qui contient parmi ses sous-groupes tous les 


. types qui suivent, c’est-à-dire tous les groupes intégrables. On a donc 
: le théorème suivant, donné autrefois par Liouville (') : 


Tutorime. — Pour qu'une équation linéaire du second ordre soit inté- 
grable par des quadratures, il faut et il suffit que la dérivée logarithmique 
4 d'une de ses intégrales soit rationnelle. 


D Là =) 3 . mt a . . 
En général, il est avantageux de substituer à — invariant 
2 L 
{ Ne x! %e z 
ier ye: 


ce qui donne l’énoncé : 


THÉORÈME. — Pour que Véquation du second ordre (1) soit intégrable 
par des quadratures, il faut et il suffit que la transformée de Riccati 


, | 5 
By ey ae + ut+K=o0 (K=g—p?— ') 


os ‘ dt 
_ re 
at une intégrale rationnelle. 
Z Les deux énoncés n’en font qu'un sip = o. 
À Il résulte de 1a que la forme générale des équations du second ordre : 
“1 | intégrables par quadratures est 

à e > : 

aa dx 
(15) da + 3P a+ (p+ PRR) e=0, 


R étant une fonction connue de ¢. On a un système fondamental d’in- 


(1) Journal de Liouville, 1'° série, t. IV, Pp» 423. 
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tégrales par les formules 


(16) XH, — ellR—pldt, Ly= x, (une dt. 
Exemple. — Si l’on considère l'équation 
: a x a 
Z pT oy ns i hae 2 oa 
( 7) : de (+e) 2 =o, 


> ae 
Péquation de Riccati correspondante est 
é L 
a 
rf === p 2 
UE —= on BF. 


Par l'emploi de la décomposition en éléments simples, on voit faci- 
lement que toute intégrale rationnelle de cette dernière équation est 


de la forme 
MONTE) 
~— F(t)? 


u=b— 
F(z) étant un polynôme de degré n. On en conclut, par identification, 
que a — n(n+1),et que F(z) est donné par l’équation linéaire 
tk” + 2(bt — n)F'— 2bnF=0, 
qui permet d’en calculer les coefficients de proche en proche. 


Remarque. — Nous avons repris l’exemple précédent, quoiqu'il soit 
bien connu, parce qu’il conduit à un cas d'exception du théorème pré- 
cédent que nous devons signaler. 

Si l’on pose, dans l’équation (17), x = s, on obtient l'équation 


qui, dans le casa=n(n +1) (n étant entier), est évidemment inté- 
grable par quadratures, sans que la dérivée logarithmique d'aucune 
de ses intégrales puisse être rationnelle, puisque l’on à 


CNET Ta 
Ho. dl 


ll y a cependant dans ce cas, comme il est facile de le vérifier, un 
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invariant du groupe (II) qui est rationnel; seulement, l'expression de 
as ” en fonction de cet invariant, fournie par la méthode générale de 
calcul indiquée au Chapitre III, n° 2 (deuxième Partie) devient illu- 


soire quand on y remplace les coefficients de l'équation linéaire et cet 
invariant par leurs valeurs actuelles. 


Cas particuliers. — Dans le cas où le groupe de transformations de 
l'équation (1) est l’un des groupes (III), (IV), (V), (VI), (VID). 
(VIII), Vintégration, qui exige dans le cas précédent trois quadra- 
tures, dont deux superposées, se simplifie. Elle se réduit à une seule 
quadrature pour les trois derniers, à deux pour les autres; ces deux 
quadratures sont indépendantes dans le cas où le groupe est le 
groupe (IV). Nous n’effectuons pas ici les calculs, qui ne présentent 
que peu d'intérêt. 


5. Equations intégrables algébriquement. — Notre théorie conduit 
également à la condition nécessaire et suffisante pour qu’une équation 
linéaire du second ordre s'intègre algébriquement. Il faut et il suffit 
que le groupe de transformations finies de cette équation soit l’un des 
groupes disconiinus d'ordre fini contenus dans le groupe linéaire ho- 
mogene à deux variables, c’est-à-dire qu'un invariant caractéristique 
d'un de ces groupes ait une valeur rationnelle. Ces groupes étant tous 
contenus dans le groupe linéaire spécial, il en résulte, en particulier, 
que son invariant A doit être rationnel, c'est-à-dire que le coefficient p 
doit être la dérivée logarithmique d’une fonction rationnelle. Cette 
condition étant supposée remplie, on peut substituer aux invariants 
des groupes précédents des combinaisons homogènes de ces inva- 
riants qui admettront, en outre, le groupe continu à un paramètre 
engendré par la transformation infinitésimale U = x, p,+ apy; car 
le groupe commun à une de ces fonctions et à A sera précisément le 
groupe discontinu correspondant. Les fonctions à considérer sont dès 
lors, par exemple, les fonctions fondamentales considérées par M. Klein 
dans ses Leçons sur l’icosaèdre (*). Elles dépendent de certaines équa- 
lions du troisième ordre que M. Klein donne dans le même Ouvrage (?), 


(') KLEIN, Vorlesungen über das [kosaeder, p. 58. 
(2) Zbid., p. 75 
| é 
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et ou ne figure, outre la fonction considérée et ses dérivées, que l’in- 
variant K. Il suffit alors d’écrire successivement que ces diverses équa- 
tions ont une intégrale rationnelle pour retomber sur les types d’équa- 


tions donnés par iin Klein (‘), et avant lui, sous une autre forme, 
par M. Fuchs (?). 


CHAPITRE II. 


ÉQUATIONS DU TROISIÈME ORDRE. 


1. Groupes linéaires homogènes à trois variables. — Le groupe 
linéaire homogène à trois variables, x,, æ,, æ,, dépend de neuf para- 
mètres ; il est défini par les transformations infinitésimales 


Li Pk PSS —k be bine 


Nous cherchons seulement les types de ceux de ses sous-groupes qui 
ne sont pas intégrables. Chacun d’eux contient au moins un sous- 
groupe à trois paramètres ayant la structure du groupe projectif géné- 
ral à une variable (*); nous cherchons d’abord ces groupes à trois 
paramètres. 


Groupes à trois paramètres. — Soit G l’un d’eux. Interprétons x,, 
æ,, x, comme les coordonnées homogènes d’un point d’un plan. Un 
point arbitrairement choisi P reste fixe par au moins une transforma- 
tion infinitésimale de G, et, au plus, par deux : le sous-groupe ainsi 
défini laisse invariante une direction D (ou deux) passant par le point. 
Le groupe G échange entre eux les éléments linéaires (P, D); il laisse 
done invariante une équation différentielle du premier ordre, et, par 
suite, l'enveloppe de ses intégrales. Cette enveloppe admettant au 


(1) Kcein, Yorlesungen über das Icosaeder, p. 120. 
(2) Géttinger Waeirealilen (août 1875). — Borchardt’s Journal, t. 81 et 85. 
(3) Poir Ch. I, n° 5 (première Partie). 

Ann. de l’Éce. Normale. 3° Série. Tome IX. — SEPTEMBRE 1892 34 
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: ON PE M Re en 
moins deux transformations projectives infinitésimales est un poil re: 
une droite ou une conique. De 1a trois cas : Ta AC 


2B FA. 
(a) G laisse invariante une conique. On peut la prendre sous la 


2 2 2 — 
Li + Los + L3 — 0. 


Le groupe de cette conique est défini par les quatre transformations 


Lao P3— L3Pas LaPi— LX, P3, LiPa— Le Pr» U2, pi + 22 pet 23 ps. 


Un sous-groupe de la structure cherchée ne pouvant contenir U, qui 
est échangeable avec toute transformation linéaire homogène, est alors 
nécessairement 


(1) | eps rs pr T3 Pi Li P3, 2%, P2— Lo Py I 


(b) G laisse invariante une droite, x,=o par exemple. Il échange | 
les points de cette droite suivant un groupe isomorphe; ce ne peut 
étre suivant le groupe formé de la seule transformation identique; car, 
dans ce cas, tous les points de la droite seraient invariants, et G 
serait un sous-groupe du groupe 


EZ X3P2, 2X3 Ps, U= 21 p,+ £2 pot tips 


? 


qui est intégrable; c’est donc suivant le groupe projectif général, c’est- 
à-dire en coordonnées homogènes, 


(11) Ee LP Ly Po, XL, Po | 


G est donc de la forme 


Xy = Lo Pi + Hs (Ay Py + Ag Pa + Az Ps), > 
X= Ly Py— Ly Pa + 23 ( fy Pi + Ua Pa + By Ps)s | 
— Xy= Pa + X5(¥, Pi + V2 Pa + Vs Ps). 
I] contient les crochets de ces transformations, qui sont de la forme 


(X,X_) = 22, pi + 223 (A, Pa + Aj Pe), 
(X1 X3) = La Pa — Li Pi + Xs (Bi Pi + Ho Pa) 
(X_X3) = 22 pa + 2% (V4 pi + vi pa), 


APTE MAS 
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c’est-à-dire que l’on a 

Ngee eV = 0: 


Si l’on écrit alors que le groupe a la structure voulue, on trouve que 
les autres constantes sont nécessairement nulles. Le groupe est donc 
le groupe (IT). | 


(c) G laisse invariant un point. On doit trouver le groupe dualis- 
tique du précédent, c’est-a-dire le méme. 
Groupes contenant le groupe (1). — Posons, pour abréger, 


X1 = Lo P3— T3 Pas X3= @3P,— Li Ps, : X3= Zi Po— Lo P13 
Yi 22 P3t+ T3 Pry Yo= £3 P+ T1 Ps, Y3= 2 Pot Lo P1; 
= 2 Pr, ZL, = La Pr, Ls = Hs P3- 


Formant les crochets, il vient 


(1) (X, Y,) = 2(Z;— Z,), Nays) == 9 Y;;, (X, Y;) =— Y,; 
(X,Z,) =0, (Xp 27) = NG, (X, Z)= 0 Y;; 


d’où, en particulier, 
ROZ 729%, IX: Zi L)—av.  (X,2,—7,)=0Y,. 
Cela posé, soit 
X =A, Y,+ A2 Yo-+ A3 Vg py Zp + halo + ps3 Zs 


une transformation quelconque du groupe considéré (autre que X,, 
XX.) Ona 


(3) (X,(X,X)) = 4A, ¥,— Yo — 3 Ya + 2(U3— Ye) (Zs — Le). 


Ajoutant les trois transformations analogues à celle-là, il vient une 
nouvelle transformation du groupe, à savoir 


2 [A Vide Yo As Ya (2 Pa — 2— Bs Zi (2 a es pu) Zot (2 Y-s— pu — Pa) Zs | 


et, en retranchant 2X, 
(pa Pes) Ly + {2 — Us — slat (es ty Pe) Z3. 


Si l’on reprend sur cette transformation les mêmes calculs, les re- 


; IN E À VESSIOT. 

lations MILAN à (3) fournissent les trois transformations | nour 
" ee a y ‘tna 

(Y2— fs)(Z2—Zs), (hs pa) (Zs — Zi), (pu — Pa) (Zr — Za). 1 FR "à 


(0 


velles 


Si donc on n’a pas u, = fs = Hy, le groupe contient les trois trans- 
formations 


(4) | Zy—Ty, Is—Ty, Li ‘ 


et, par suite, à cause des relations telles que (2), Y,, Ys, Ys. 
C’est done, ou bien le groupe linéaire spécial 


(IIT) | Li Pi Lo Pay Di Pi— La Psy XH, Po, Ly P35 LoP1, Xe P35 %3 Pi X3 Pr ; 


ou le groupe linéaire homogène général. 

Si l’on ap, =p. = Uy, à cause des relations analogues à (3), le 
groupe contient A, Y,, A, Y», A, Y;- Si donc on n’a pas en même temps 
A, =A, = À, = 0, il contient l’une au moins des transformations Y,, 
Y,, Y;. Des lors, à cause des relations telles que (1), il contient de 
nouveau toutes les transformations du groupe linéaire spécial. 

Reste enfin le cas’, = Ay =A, = 0, p= 1 =e, qui donne 
le groupe 


(IV) La P3— X3 Pay Dy Pi — Zi Pas di P2— py, U 


Groupes contenant le groupe (11). — Posons, pour abréger, 


pe Xa= Fy Pa» S= Zi Pi— Lo Po; 


| < | Yi= %3 pi, Yo== £3 Po U= ax, py + de po+ 25 Ps; 
Z,= 2; Ps, Zp == Le Psy T= 2; Ps, « 
ey 
De - et soit une quatrième transformation du groupe ; on peut l'écrire 
\ 
2 N=AYi+ Yo + pui + ao + VT + pv. 


hs: On a alors 
(X, X)=—A), Vit palsy (S(X: X)) =— ALY, — py Ze. 


Le groupe contient tone À Y,, 4, Z,. et de même À,Y,, u,Z,. Re- 
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marquons, de plus, qu’à cause des relations 
(X,¥.)=—Y,, (X,Y,;)=— Yo, (X1Z,) =2, (X.Z,)=Z,, 
le groupe ne peut pas contenir l’une des transformations Y,, Y,, ou 
Z,, Z,, sans contenir l’autre ; et nous voyons qu'il contient soit Y, et 


Y;, soit Z, et Z,, soit une transformation de la forme AT + uU. On 
en conclut facilement que les seuls types nouveaux sont les suivants : 


ae) | PAPA wins aay) er Ps has Pst BU |, 
(VI) | La Pis U1 Py— LoPas %, Po, X3 Pi, L3 Po |» 
(VI)! | Bo Pris Hy Py— Lo Po, Hy P2, Hy P3, XL2P3 |» 


(VIT) | Po XL, Py— Lo Pr, Hy Po, L3 Pi, V3 Pa, 23 ps + pU ; 


(VII)! la Li Pi — Lo Po, Ai Pas Li P3, La Ps, x3 Ps + pU ; 


(VIII) : | Li Pis Lo Pr, Ly Pr, LaoPaos LaP3 |» 
(IX) | Ti Pis Lo Pis LiPas LaoPos V3 P1, L3P2, LsP3 | 
(IX)! Ee Hy Pis Ly Po, Lo Po, ÆiP3s Lo Psy aps | 


Les groupes (VI) et (VI)’, (VII) et (VIL)’, (IX) et (IX) sont dua- 
listiques. Le groupe (IX) est le plus général laissant fixe la droite 
æ, —0; le groupe (IX)’ est le plus général laissant invariant le point 
æ, —=2£,—0. Tous les groupes trouvés sont algébriques, sauf ceux 
qui renferment les constantes À et 4; ces derniers sont algébriques 


À : 
quand le rapport à est rationnel ('). 


(1) Les groupes linéaires homogènes à trois variables ont été tous déterminés par M. Lie. 


de sorte qu’il s'obtient par une quadrature 


ol fat ta 
“iN Lhe ee 
MATE 
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9. Sur l'intégration de l'équation du troisième ordre. — Considérons 
l'équation générale du troisième ordre 


Cz C2 dx : 

Elle a pour groupe de transformations le groupe linéaire homogène 
général. Ce groupe contient un sous-groupe invariant à huit para- 

mètres, qui est le groupe linéaire spécial; ce dernier est simple et | 

contient des sous-groupes à six paramètres, par exemple à 


| ps Li Pi— LoPas Ly Po, LX, P3, LoP3s L3P3 |- 


Vs 


# 


Il résulte done de notre théorie que l'intégration de l'équation doit 
se ramener à une quadrature, et à l'intégration d’une équation (non 
linéaire) du second ordre. 

C’est ce que l’on peut montrer comme il suit. Posons 


x 
‘ “= —" 
CA 


u dépend de l'équation du second ordre 
(6) u"+ 3wu'+ ui+ 3p(u'+ u*?)+3qu+tr=o. 
D'autre part, l’invariant du groupe linéaire spécial 


OE Te 


(7) A | seh bay ee 


satisfait à l’équation 


(8) A'+ 3pA=o, 


(9) A=e-3spat, 


Je dis que, sil’on a effectué cette quadrature et intégré l’équation 
(6), l'équation proposée (5) se trouve par la même intégrée. Soient, 


— 
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» 
M, En. effet, w,, Uy, Uy, U quatre intégrales de l’équation (6). Si l’on pose 


A , ! te 
2 ' D ae 2 
: = 1 ; 2 
= ’ CLS tN) US) Uz — ) 
: . x, Lo l X3 


| Cor ‘Ly, x, ne sont définis chacun qu’à une constante près, de sorte 
qu'on peut les assujettir encore à vérifier la relation (7), A étant une 
des valeurs de l’expression (9), et, en ae l'équation 


a og ee Ly 
: By + dr + 
On a alors 
(U — u)ri+(u—u)xi+(u — u;)x3 = 0 


et, en différentiant, 


[wu — u, + u,(u—u,))a,4+ [u'— u, + u(u— u)]æ 
Lu u, + u3(u — u)]x; =0, 


4 et, par suite, 


t F 2 
£,, 62, €, étant des fonctions connues. On a, d’autre part, 


à - | I iE I 
4 MINE TR | as ley Uy lls = 7,052; 

2 P “tue u,+ui u, +ui 

D et, par Suite, 

E ; A= 0° Ey En &33 

a donc enfin 
4 , ë ë ë Va 

4 ; 1 Pets 2— E25 3— PC3) p EE En es 

a Remarque I. — La présence d’un radical cubique dans les formules 


précédentes tient à ce que l’intégration des équations (6) et (8) réduit 
le groupe de transformations féries de l'équation au plus grand sous- 


z k D DA. se cons : é ; 
3 groupe commun à À, = ; a —, c’est-à-dire au groupe discontinu formé 
; ROUEN CEE Te € 


des trois transformations 


H,~= OM, L2— WX, Li OL, (o> 1), 
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de sorte qu’il faut encore l'extraction d’une racine cubique pour le ré- 
duire à la seule transformation identique. 


Remarque II. — Sile groupe de transformations de l'équation est le 
groupe linéaire spécial, la valeur de A est connue sans quadrature, 
c’est-à-dire que p est la dérivée logarithinique d’une fonction ration- 
nelle; l'intégration de l'équation n’exige donc que la seule intégration 
de l'équation (6). 


3. Nouslaissons de côté le cas où l'équation est intégrable par qua- 
dratures, nous bornant sur ce sujet aux indications générales données 
au Chapitre VI, n° 2(II° Partie). Nous allons supposer successivement 
que le groupe de transformations de l’équation se confond avec cha- 
cun des groupes précédemment trouvés. 


Groupe IX. — C’est le groupe de = —. Cette fonction étant rationnelle, 


on en déduit a, par une br on est alors ramené, par le pro- 
cédé classique, à intégrer une équation linéaire du second ordre, et l’on 
a ensuite æ, et æ, par deux nouvelles quadratures. Donc, en résumé, 
une équation linéaire du second ordre et trois quadratures (indépen- 
dantes), ou une équation de Riccati et quatre quadratures. 


Groupe (IX). — Ce cas se ramène au cas précédent par la considé- 
ration de l’équation adjointe. On peut opérer autrement:le groupe (IX) 
est le groupe de > {(æ,æ, —x,æ,); x, et x, sont donc intégrales 


d’une équation linéaire du second ordre à coefficients rationnels. Cette 
équation étant intégrée, on a x, par trois SN successives. 


Groupe (VIII). — Les deux fonctions — TE — f(a ax’, — xa) sont 


rationnelles l’une et l’autre. On aa, ie x, en Satan une équation 
linéaire du second ordre, et æ, par une detre 

Groupe (VII). — Tout se passe comme pour le Bal (IX), sauf que 
l'intégration de l'équation linéaire dont dépendent > (a) et — (2) 
se ramène à celle d’une équation de Riccati. Cela tient à ce que la fonc- 


tion 
i & JE i may NS d (x,\ a (ay 
halt du \ x, dt & de (3: 


Sie oe aR 


hs HN de 


Lys ht 


RUE 24 


SPC PRE PRET 
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s'obtient sans quadrature quand on connaît x,, puisque la fonction 


Wu a 


admet le groupe, et se trouve par conséquent rationnelle. 


Groupe (VII). — On ramène au cas précédent en passant à l’équa- 
tion adjointe. 


Groupe (VI). — a, estrationnel. On a donc «x, et æ, en intégrant une 
équation linéaire du second ordre et en effectuant deux quadratures. 
L’une de ces quadratures est même inutile, car A est rationnel, et, par 


3 5 GNU Hey be 4 
suite, connaissant æ,, x, et (3) > On aura æ, Sans Integration nouvelle. 
3 
Groupe (VI). — On ramène au cas précédent en passant à l'équation 
adjointe. 


Groupe (V). — L’équation linéaire du second ordre qui a pour inté- 
grales x, et a, est à coefficients rationnels. De plus la fonction 


(aix, — v2) oP 
wie 


est rationnelle, de sorte que, cette équation une fois intégrée, x, est 
également connu. 


Groupe (II). — x, est rationnel et x, x, — x, x' également; x, et x, 
dépendent donc d’une équation de Riccati seulement. 


Résumé. — Tous ces cas n’offrent donc rien de bien intéressant. Dans 
l’ensemble ils sont caractérisés par ce fait que l'équation en — ou l’é- 


quation analogue correspondant à l'équation adjointe a une intégrale 
rationnelle. On a alors par une quadrature (qui peut disparaitre dans 
certains cas) une intégrale de l'équation ou de son adjointe, et l’on est 
ramené, par le procédé classique, à intégrer une équation linéaire du 
second ordre. 


4. Il nous reste à examiner les deux cas où le groupe de transfor- 
mations de l’équation appartient au type (I) ou (IV). 
L’invariant du groupe (1) est a} + x; + +, celui du groupe (IV) 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome IX. — SEPTEMB8E 1892. 35 


E. VESSIOT. x EN ETES D de dE a 
2 CUT +a; + æ;). Le PRE cas se ramène ques au premier. oe 


he quadrature, et nous sommes conduits au probleme | quran gag = a 

traité par Laguerre (‘) et Halphen (?). 4 
PROBLÈME. — Intégrer une équation linéaire du troisième ordre, con- 

naissant l'expression, en fonction de la variable indépendante, d'une 

forme quadratique, à coefficients constants, de ses intégrales. 


Le groupe (I) étant simple, et admettant des sous-groupes à deux 
paramètres, |’ intégration doit se ramener, d’après notre théorie, à celle 
d’une équation du premier ordre. Nous allons montrer qu “effectivement 
tout revient à intégrer une certaine équation de Riccati. 

En désignant par æ,æ,+, un système fondamental d’intégrales, con- 
venablement choisi, nous pouvons supposer que la forme quadratique 
connue est ( | 


(11) £2 — a4%,= a. 


Les équations finies du groupe linéaire homogene qu’elle admet 
s’obtiennent facilement : considérons en effet la forme quadratique 


LE +2rEn + sn. 


Si l’on y fait une substitution linéaire à déterminant un 


iz GSM Nn, nS pet pln, (gpl), 
‘ le discriminant « n’est pas altéré et les coefficients deviennent 


Hy == Naw, + 2Ap.ae+ T3 


vie (12) B= Way + (Ap! + plat ppl arg | (Ap! — pd! =1). 

ne, os 

a | La N82, + 2) pat p25 

52 Ces relations définissent un groupe linéaire et homogène à trois pa- 
. 40 ramètres : c’est donc le groupe cherché. | 


La première et la troisième des équations (12) montrent que x, et 
x, sont intégrales d'une même équation différentielle du second ordre, 


re 2 


Ha (1) Comptes rendus, 1879. 
à (2) Tbid., t, CI. 
Mt 
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dont les coefficients doivent s'exprimer rationnellement au moyen de 


«, des coefficients de l’équation linéaire donnée et de leurs dérivées. 
Nous allons former cette équation. Auparavant nous remarquons que 
chacune des fonctions 


12 ! v 19 


A / 1 / 0 
39 AL — 21 25, Bird, —5(212, + tx), 


ha) oa AS y c 1 SAS mn] fs 
Bit, —1(xxs + 232"), B=x,a,—{#(xix, + x 


s'exprime rationnellement au moyen des quantités connues. En effet, 
en différentiant cing fois de suite la relation (11), et en se servant de 
l’équation linéaire donnée pour faire disparaitre les dérivées de a,, x, 
4 _«, d'ordre supérieur au second, on obtient cinq équations linéaires, 
| pour déterminer ces cinq quantités. Le déterminant de ces équations (') 
a nest nul que s’il existe une équation linéaire du cinquième ordre dont 
4 % soit une intégrale. En vertu de la manière dont elle est formée, cette 
équation admet pour intégrales chacune des fonctions 


Mi, DŒTS Lan L_X3, X32, Li Xo, 


de sorte qu’il existe entre ces six fonctions une relation linéaire et 
homogène à coefficients constants, c’est-à-dire entre x,, r,, 2, une 
a relation quadratique et homogène à coefficients constants. Cela revient 
ee à dire que « est identiquement nul, cas singulier que nous écartons 
| pour l'instant. Nous pouvons done, dans ce qui suit, considérer comme 
connues les six fonctions 


A, Ayy as 6, Bis B.. 


Cela posé, multiplions les deux déterminants 


BS aye PRN Di —44%, y, —35% 0 
im ee, || ial ae, a, 0 
a a ot wt |” | —fo a —{at of 
0 Oe + oO oO O [ 


(1) Ce déterminant est l'invariant relatif (au sens de Laguerre et Halphen) : 


S = 2(r— 3pq + 2p*) — 3(q'— 2pp") + pr". 


dont Je premier est identiquement mul; r 


cherchée 
a 


le 
Pi 


4 Li 


(13) Da, 2, rt) =— 


On a, d’une manière analogue, 


EE 
sn as 
A Pare DT 
mlx like, 


” mur 
Ty yes 


c’est-à-dire | 


(oak Dee 


ce qui montre que le premier membre de l'équation ( 13) n’est jamais, % 
ni un carré, ni un produit de facteurs linéaires. 
La Pelation 


i 
c’est-à-dire 


Fy 0 ow 


(15) 73 9x, 392 F9 7 +4D=0, 


nous sera également utile. Signalons enfin l’équation à laquelle sa- 
tisfait x, 


A } . c’est-à-dire 
| Dire D 


3 


‘a Je dis maintenant que tout revient à intégrer l'équation (13). Soient «A 
J i | \ 


Ta 
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4 en effet wu, et u, deux intégrales quelconques de cette équation; on— 
4 prendra x, = K,u,, x, — K,u,, K, et K, étant des constantes dont on 
4 déterminera le produit en se servant de la relation (15); on tirera en- 
4 suite x, de l’équation (11), et l'intégration sera achevée. 

4 Occupons-nous donc de l’équation (13) (*). Son intégrale générale 
3 étant de la forme 


a Nae + 2 AUX + p?æ3, 


on peut choisir s de manière que a, + sa, soit, en À, u, un carré par- 
fait, c'est-à-dire de manière que 


SN hdd A Luis 


0 
* 


w=Vz + sa, 


satisfasse à une équation linéaire du second ordre. Il suffit à cet effet 
de prendre pour s l’une des racines de l’équation 


(2, +$2.)?— (x, +sx,)(x, + sx) —0, 
c’est-à-dire 


(16) as? + 2625 + & — 0. 


NA LE Sih nn al LE LA à 


Je suppose s ainsi choisi, et je cherche d’abord l’équation en 
9 —= x, + sx,; partons des relations 


4 DT, sr, 

= 

e- (17) fi —aitsx,t+s' xy, 

a ; oe" — a) (s— 3p) +2), (28'—3q) + x,(s8"—1r). 
a Leur déterminant peut s’écrire 

2 s i o Oo 

4 9 ce s I 0) 

E lees ms og is ope 

4 0 () 0 I 


NT 


Je multiplie deux fois de suite par ce déterminant les deux membres 


2 (1) Les équations de cette nature ont été considérées par M. Appell (Journal de Liou- 
ville, 1889). La réduction de l'intégration que nous indiquons équivaut au procédé indiqué 
par Halphen (Comptes rendus, t. CI). 


aN fe ee Ban 9} 


EE : ae 


PAR 


PE 


avec 


eae RES ies) 


won, na ot 


An= F(s, 1,0), 

Ay, F(s'5s, A 

_An=F(s’— 7, 28'— 39,8 — 3p), 
eae es F,(s,1,0) +sF,(s,1,0) + F;(s, 1,0), 
Ap=An=(s"—r) Fils. 1,0) + (28’— 3q) F,(s, 1,0) + (s —3p) F6, 1 ans 3 
Ao3 = A3 = (s"— r) Fy (s', s, 1) + (28'— 3q) F,(s',8, 1) + (s — 3p) F, (3,5; 1). oP 


Orona 
eee AS, 4 0) = as? RE PEU 


et l’on trouve, en différentiant, 
LE Pie | 
Au Ay =0, Ay= As, = — Ay; oes A3: — = ae =. 
Si donc on pose ei 


H=F (s', 5, 1) = Ags, 
K=F (s"—vr, 25! —39,8— 8p) = Avs 


Nt équation ho s'écrit 
Oo oO 


Oo 


H 
di 
dt 


c’est-à-dire 


He (av — 02) + H Tov+|HK-} 
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On a, par suite, pour l'équation en w, 


dt ar I 7) | 
8 (4 ee ! Se) ee en — 
(1 ) Ww ars i li HET H in ( 7) w=o0 


’ 2 a + . MO . 
C'est donc bien une équation linéaire; on voit de plus que, le coef- 
ficient de æ’ étant la dérivée logarithmique d’une fonction connue, 


l'intégration de l’équation (18) se ramène simplement à celle d’une 
équation de Riccati 


es git: K r (dh nd 
or rt ml 

Les valeurs de x, se déduisent de celles de + et par conséquent de w 
en résolvant les équations (17). Il nous reste à montrer que le déter- 
minant 0 de ces équations n’est pas nul. Cela résultera de son expres- 
sion au moyen des quantités a, «,,a,,8,8,,8,, que l’on obtient, ainsi 
que celle de H, de la manière suivante : multipliant le déterminant D 


A D RN ee He epee eee 


4 

i deux fois de suite par 9, on obtient, en se servant de relations déja 
5 employées, 

à D = — H° 

4 Une transformation de déterminant facile donne d’autre part 

4 (as + B,)9= — H. 

4 Remarquant enfin que 

% (as + Bs)? = B3— om, 


on obtient les formules annoncées 


1 ae ae 


; (20) H= aR Ea 
É (B3— ax) ? 

Cas particulier. — Revenons au cas où à = o. La valeur générale de 
| a, est déjà de la forme (Ag + wl)’. L’équation en w = yx, doit donc 
= être déjà une équation linéaire. 

Supposons, pour simplifier, que, par une transformation bien connue, 
on ait fait disparaître le second terme dans l’équation linéaire donnée, 
c’est-à-dire que l’on ait p =o. On trouve, par différentiations succes- 


sives, 


LA 


OO 2a Pi =o, — Po, _ —3qu—0, 
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et l’équation (13) est alors 
22,2, — av p+ 3qri =o. 
Si donc on pose x, = #?, w est fourni par l'équation 
Aw" + 3q w —o. 
Si æ,#, en est un système fondamental d’intégrales, on prendra 
PERTE y= We, Ly We, 


et l'équation proposée sera intégrée. 


ve’ agile 
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DE LA 


THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS. 


re Par M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN. 


Dans un passage du Mémoire que j’ai publié l’année dernière Sur 
les principes de la théorie générale des fonctions (Annales de l’ Ecole Nor- 
male supérieure, mai 1891, depuis la ligne 24 de la page 146 jusqu’à 
la ligne 4 de la page 148), j'ai, par mégarde, laissé subsister quelques 


- erreurs de rédaction qui, bien que fort légères, rendent peut-être le 


passage en question difficilement intelligible : je le rétablis ci-dessous 
avec les corrections voulues. 


CC 


Si l'on considère maintenant les différences 
mod(æ,— 2,) — mod(X — 2), mod(y,—y7.) —mod(Y—¥y,), :.., 
un certain nombre d’entre elles, 
mod(æz;—xo)—mod(X —zx;), ..., 
sont = o, tandis que les autres, 
mod(y,— Yo) —mod(Y— 7%), --., 
sont <o. Cela étant, les deux arcs continus 
( LB SEA 
(27) 


36 


Ann. de VEc. Normale. 3° Série. Tome IX. — SEPTEMBRE 1892. 


L_ À sa 
» 


UE 4 
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et 

TN, 

Li 


Ge yemnr(Y-—nye, 


dépendant chacun d’une indéterminée réelle assujettie à varier de o 


à 1, sont entièrement situés dans les limites de convergence de au 


série proposée. Effectivement, le premier de ces arcs commençant en 
(æ,,Y1,...), le second se terminant en (X, Y,...), et les points 


(a,,Y1, +++), (X, Y,...) se trouvant compris l’un et l’autre dans Îles : 


limites en question, il suffit de faire voir que les différences 
mod(æ,— x) — mod(x — 2), 

sont >o sur toute l'étendue du premier are, et que les différences 
mod(Y — yo) — mod(y — yo), 


jouissent de la même propriété sur toute l’étendue du second. Or, si 
l’on tient compte des inégalités ' 


mod(#,— 2))2mod(X— 2), ..., 
mod(y¥;— yo)Smod(¥Y —y»), ----, 
les relations évidentes 
mod(a,— 2,) — (1— s) mod(.2,— x) — smod(2,— 2) =0, 
mod(Y — Yo) —(1—£) mod(Y — y)) —tmod(Y — y)) =0, 
donnent successivement, les premieres, 
mod (Zi; — Lo) — (1— s) mod(x,— x)) —s mod(X — ay) 20, 


mod (2,— x9) — mod[(1— s)(a,— 2) + s(X — 2 )] 2 0; 
mod(2,— 2) — mod[2,+ (X — 2,)s — x] =, 


les derniéres, 
mod(Y — yo) — (1— ¢) mod(y,— Yo) — ¢mod(Y — ¥o) 20, 


mod(¥ — yo) — mod[(1— ¢)(¥1— 90) +4(Y—yo)] 20, 
mod(Y — yo) — mod[y,+ (Y—1)¢— yo] AUS; 
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MÉMOIRE 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE 
(suITE), 


Par M. Paut PAINLEVE, 


CHARGÉ DE COURS A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE LILLE. 


SO SS 


CHAPITRE VI. 


INTEGRALES ALGEBRIQUES DES EQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


1. Une fois reconnu que l’intégrale d’une équation 
(1) Fly, y',(#)]=0 


ne prend que 7 valeurs autour des points critiques mobiles, nous 
avons indiqué, 4 la fin du Chapitre IV, quelles conditions doivent étre 
encore remplies pour que l'intégrale ne prenne, dans tout le plan, 
qu’un nombre fini de valeurs. Il faut que l’équation à points critiques 
fixes 


Q) h [se (2)] = 90; 


à laquelle on ramène l’équation (x), ait pour intégrale une fonction à 
y valeurs. Etudions quelles simplifications apporte, dans ce nouveau 
problème, ’hypothese que y(x) est une fonction algébrique. 

Il est nécessaire et suffisant, pour cela, que l'intégrale de (2) soit 
algébrique. Si le genre & de (2) est supérieur à l'unité, l'équation (2) 
s'intègre algébriquement : il suffit donc que les coefficients de (2), par 
suite de (1), soient algébriqnes, en x. 


284 P. PAINLEVE. 
Si o =1, on transforme l'équation (2) en la suivante 


dt 


a ae OE TEES } / 
Va—e)(i— Pe) 


(3) 


{ H(x) dx doit être une intégrale abélienne de première espèce d’une 


certaine courbe algébrique. Il faut, de plus, que cette intégrale se ra- 
mène aux intégrales elliptiques de module #?. 
Quand & — 0, on substitue à l'équation (2) une équation de Riccati 


(4) =ME+Nt+P. 


Il faut et il suffit que l'intégrale de cette équation soit algébrique. 
Par des procédés analogues à ceux qu'on emploie dans la théorie des 
équations différentielles linéaires (*), on détermine s’il en est ainsi 
(et l'équation s'intègre alors algébriquement), ou l’on ramène l’équa- 
tion à une quadrature 


! 


= =K(2). 


Nous voyons ainsi que la question de reconnaître si l'intégrale d'une 
équation (1), qui ne prend que n valeurs autour des points critiques mo- 
biles, est algébrique, se résout algébriquement ou se raméne au problème 
de la réduction des intégrales abéliennes aux intégrales elliptiques ou loga- 
rithmiques. 

Quand on se donne le nombre N de valeurs que la fonction algé- 
brique y(x) peut acquérir dans tout le plan, la question se résout 
complètement dans le cas de & = o. 

On sait décider, en effet, si l'intégrale de l’équation 


! 


== K(x) 


est une fonction algébrique à v valeurs. 

r , eZ D es x act 4 : Yor ee 
_ Pour que le cas dew nu le problème n’est guère simplifié. Écrivons 
l'équation (2) en exprimant la fonction algébrique H(a) à l’aide des 


x 


(1) Voir, par exemple, à ce sujet, diverses Notes que j'ai publiées dans les Comptes 
rendus de l’Académie des Sciences (juin, juillet 1887, janvier 1888 ). 
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coordonnées (a, €) de la courbe algébrique dont elle définit une inté- 
grale abélienne, 
H(z)=R(x,E), 
avec la condition 
J (2,8) = 0; 


ona 


dt 
Vu — #)(1— AP) = R(2, Ë) dz. 


Si Pintégrale de cette équation #(x) est algébrique, on sait que l’in-. 
tégrale ¢, de l'équation 
dt, 
VE — HG — ai) 


= TW 2, él dr, 


pour une certaine valeur de l’entier 7, est une fonction rationnelle de 
(x, &). Si l’on se donne une limite du nombre des valeurs de #, on se 
donne, par le fait même, une limite du nombre r, et le problème se 
trouve ramené ainsi à reconnaitre si l’intégrale d’une certaine équa- 
tion 


Re TR, dr 

VGA" 7) 

a son intégrale rationnelle en (x, dE 
En résumé, on sait reconnaître si l'intégrale de l'équation (1) est une 
fonction algébrique y(x) à N valeurs, ou l’on ramène l'équation (1) à la 

suivante 
dt 

VG—e)( Ae?) 


=R(zx,t)dr  [avecf(x,é)—0], 


et l'intégrale de cette équation doit être rationnelle en (x, ay 

En particulier, quand le genre p de (x) est nul, notamment quand 
l'équation (1) est résolue par rapport à y’, le probleme que nous 
venons d’énoncer se résout toujours algébriquement. 


2. Placons-nous maintenant dans le cas où l’on ne se donnerait ni n, 
ni N, autrement dit, cherchons à traiter, sous sa forme la plus générale, 
la question de savoir si l’intégrale de l’équation (1) est algébrique. 
Dans ces conditions, y ne joue plus nécessairement le rôle de fonction 
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par rapport à a; on peut permuter les deux variables et effectuer 


dans (1) une transformation algébrique quelconque portant sur ces va- 
riables, par exemple, la transformation homographique la plus générale 


_ am+bnt+e G+ byte 
Fax +bp+re Y= Wat b"y, +e 


Admettons qu’on ait fait subir effectivement à x et y cette transfor- 
mation. L’équation (1), irréductible, a alors pour premier membre un 
polynôme en y, y’ et x. L'intégrale de (x), si elle est algébrique, s’écrira 


Aa? + Baty +...4+Ly2=0, 
ou encore 


PH Rens) (Vos Yor Los SJ... + Rol Yor Yor Los L) 0% 


La fonction y(x) est une fonction algébrique à 7 valeurs, sans 
points critiques fixes; les R; désignent des fonctions rationnelles de 
Vos Yor Los x. On déduit de la (comme on l’a fait au Chapitre I) que 
l'intégrale de (1) se laisse mettre d’une infinité de manières sous la 
forme 

PO FT) =; 


pe étant rationnel en y, y’, x; on peut choisir deux telles constantes 
intégrales y et y,,; liées par la relation 


(5) H(7;71) =09, 


de telle façon que toutes les autres s'expriment rationnellement en 
y, ¥:- Quand le genre & de la relation (5) est supérieur à l’unité, 
l'équation (1) s'intègre algébriquement. 

Quand & =1, l'intégrale vérifie une relation telle que 
(6) JP» 7h ©) SA (xL)I, + dg(xe)Igt+...+4,J,p,= K(x) +C; 


les À; désignent des fonctions rationnelles de x, J une des p intégrales 
de première espèce attachées à la courbe en y, y’ 


Fly; 7, (æ)]=o. 


Les À; et}! satisfont I’ it, à i 6 
0s A;et 7 satistont, comme nous l'avons dit, à un système d’équa- 


tions linéaires et homogènes dont l'intégrale dépend au plus de(p—1) 


a the 


1 


dt nl oe id 
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constantes arbitraires. On sait déterminer algébriquement toutes les 
intégrales rationnelles d’un pareil système. Nous savons donc calculer 
algébriquement toutes les intégrales J, qui répondent à la condi- 
tion (6), et l'équation (1) se trouve alors intégrée, en posant 


Af 
J(Y: 7's a) =f Qly, J', (x)] dy, 
par la quadrature f 
140 dy + y'Q dx = const.; 


y dans cette différentielle totale désigne la fonction de æ, y définie 
par (1). 
On peut dire encore que la substitution 
10S 12); 
Yi 01 > Dep x) 
transforme l'intégrale | 


hors 
VES Ch yy 
en une intégrale de premiere espece je dx + Qdy de la surface 


F(y, y', ©) =0, 


et la recherche de ces intégrales, comme l’a montré M. Picard, 
s’effectue algébriquement. L’intégrale générale de l’équation (1) est 
alors donnée par la quadrature 


pee dx + Q dy = const. 


Remarquons que, quand & est supérieur à 1, pour une équation (1) 
de degré donné en y, y’, x, le degré x de la relation algébrique entre 
y et x ne peut dépasser une certaine limite qu'indique l'égalité 


DE 


) (== 


Quand & = 1, au contraire, n peut dépasser tout entier donné. 

Nous arrivons ainsi aux conclusions suivantes : On reconnaît algé- 
briquement si l'intégrale de (1) est une fonction algébrique correspondant 
à une valeur du nombre w différente de o, ou bien on intègre l'équation (1) 


7 ve 


200700 sp, PAINLEVE. 


ye 


par une quadrature de différentielle totale 


wh: dx + Q dy = const.; 


la différentielle totale (P dx + Q dy) se calcule d'ailleurs algébriquement. — : 
Si l'intégrale y(æ) est algébrique, la différentielle P dx + Q dy doit 
. être une différentielle totale de première espèce attachée à la surface 
F = o, dont les périodes se réduisent à deux. | 
Le cas de & — o échappe complètement à la méthode. C’est le seul 
cas qui puisse se présenter quand le genre p de la relation 


F(y, 9,0) =0, 
entre y et y’, est nul. On peut alors, en posant 


y= (4,2), 
J'=Ÿ( x), 
ramener l’équation à la forme 


(7) Re) 


: R, 9, Ÿ sont rationnels en £ et en x, puisque F est un polynôme en y, 
LE y’, x. Plus généralement, l’équation se ramenera à la forme (7) si les 
F coordonnées y, y’, x de la surface F = o s'expriment rationnellement 
à l’aide de deux paramètres z et u. Nous allons traiter quelques pro- 
blèmes particuliers relatifs à ces équations (7) pour lesquelles la mé- 
thode précédente est toujours en défaut. 


‘À 3. Soit donc une équation 
K 
=, É : : 
(8) Y=Ry, 2) = Ge, 
A où P et Q sont deux polynômes en x, y, de degré q. Si son intégrale est 
rc algébrique, elle peut s’écrire 
1e 
a ¥ M( Vs D) 
ur (9) Wren) AY 
my, N(y, x) 
AS ne | | 
“a | A désignant une constante, M et N deux polynômes en y, x, de degré m. 
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Cu 


Dans l'étude que nous avons faite au Chap. V des équations telles 
que (8), y devait être regardée comme la fonction, 2 comme la va- 
riable. La transformation la plus générale qui conservait à l'équation 
sa forme et à y son nombre de valeurs était la suivante 


_hyth, 


ie ea ey 


Les points singuliers ou critiques de l’équation différentielle corres- 
pondaient à toutes les valeurs de (y, x) rendant y’ infinie ou indéter- 
minée. Dans les questions qui nous occupent maintenant, yetx jouent 
un rôle symétrique et nous pouvons effectuer sur l’équation (8) une 
transformation rationnelle quelconque en x,, y,, par exemple une 


transformation de Cremona, sans que l’équation (8) perde sa forme et 


sans que son intégrale cesse d’être algébrique. Il nous est loisible 
notamment, comme nous l'avons déjà remarqué, d'opérer sur x, y la 
transformation homographique la plus générale 


_ am+byi+e _ a'æ+b'y;+c! 
— da + b y+ c"? = Ti + by cl 


Dans ces conditions, les points singuliers itrinseques de |’ équa- 
tion (1) sont les points (a;, y;) ou M;, où P et Q s’annulent à la fois; 
il y aura des points singuliers à l’infini si l’équation transformée de (8) 
par l’une des transformations 


ou 


admet des points singuliers dont le z soit nul. On peut toujours 
supposer qu'aucun des points singuliers n’est à l'infini. Leur nombre 
est alors égal à g?— q +1 ("). 

Si l’on effectue une transformation homographique, les points sin- 
guliers de l'équation transformée et de la primitive se correspondent. 


(1) Voir le Mémoire déjà cité de M. Darboux, Sur les équations différentielles du pre- 
mier ordre ( Bulletin des Sciences mathématiques, 1878). 
Ann. de Vic. Normale. 3° Série. Tome 1X, — Sepremprr, 1892. 37 
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Il suffirait d’ailleurs, pour éviter toute difficulté relative aux points à 
l'infini, d'employer la notation homogène de Clebsch et d'écrire Péqua- 
tion (8) sous la forme 


dz dy ds 
CM LP RE UE 
SARL 


S, T, U étant des polynômes homogènes de degré g — 1 en, y, =. 
Ceci posé, revenons à l'intégrale (9) de l'équation (8). A chaque 


valeur de A correspond une courbe C de degré m. Par un point x, y. 


du plan des x, y passe une courbe C et une seule, à moins que ce 
point ne soit un des points M;. D’après cela, les points communs à deux 
courbes C quelconques, ainsi que les points multiples de ces courbes, 
font partie des points M;; deux courbes C quelconques ont d’ailleurs 
m? points communs (en tenant compte de leur degré de multiplicité). 

La méthode de Briot et Bouquet permet d’autre part d'étudier dans 
le voisinage de x; les intégrales y qui deviennent égales à y; pour 
x = x;. En premier lieu, a; doit être un point algébrique de ces inté- 
grales. De plus, parmi les points M;, un au moins doit être commun à 
toutes les courbes C. Considérons seulement les points M; qui jouis- 
sent de cette propriété, c’est-à-dire les 2œuds de l'équation (8) d’après 
la terminologie de M. Poincaré. Les autres points M; sont des cols. 

Les intégrales y(x) égales à y; pour «=a; se divisent en un certain 
nombre à de classes; une intégrale de chaque classe est de la forme 

PANNE 
Y SQL! ape 7 +235, 


a), a@,,... dépendant d’une constante, p et g étant des entiers. Une 
branche au moins de chaque classe fait partie d’une quelconque des 
courbes C, et l’on a ainsi une limite inférieure de l’ordre de multiplicité 
du point (+;, y;) des courbes C. Mais À branches de la même espèce 
peuvent appartenir à la même courbe C. Si donc y désigne l’ordre de 
multiplicité d’une seule branche, la somme Au étendue aux à classes 
donne l'ordre de multiplicité du point M; des courbes C. Il est facile éga- 
lement de calculer en fonction des nombres À (qu’on ne saurait en 
général déterminer a priori) l'ordre de multiplicité «; de l'intersection 
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de deux courbes C en M;. On doit avoir 
(a) Dors mn 


Cette égalité permet de résoudre la question suivante : Reconnaitre 
st l'intégrale d'une équation (1) est une courbe algébrique dont les points 
multiples n’admettent pas plus de 8 branches distinctes (B est donné). 

On sait calculer, en effet, une limite supérieure de m?. 

Une égalité analogue permet de reconnaître si l'équation (1) admet 
plus d'une intégrale particulière dont les points multiples aient au plus 
8 branches distinctes. Il suffit de considérer tous les points M; par 
lesquels passe plus d’une branche de courbe C, et de raisonner sur ces 
points comme nous venons de le faire sur les points M’. Un cas inté- 
ressant est celui où il n’existe aucun point M; c’est-à-dire aucun point 
commun à toutes les branches de courbes. La question se résout alors 
sans connaître 8; la somme Zu; et, par suite, m? ne sauraient dépasser 
une certaine limite. 

Par exemple, considérons l’équation 


COTE yt 
a : 
249 


Cette équation n’admet qu’un point M;(æ—=0,y—o), et, en ce point, 
la méthode de Briot et Bouquet nous montre qu’il ne passe que deux 
intégrales 


L’équation ne saurait done admettre que deux intégrales algébriques 
qui ont un point d’intersection unique, d’ordre de multiplicité égal 
à 1. Ces intégrales, si elles existent, sont donc des droites; on vérifie, 
en effet, que y = +2, y= —æ sont deux intégrales de l’équation 
dont l'intégrale générale s'écrit 


1 
y= 2+ Ce*. 

Revenons maintenant à l’étude des équations (8), dont l'intégrale 
générale est algébrique. Nous pouvons établir d’autres relations entre 
Te degré des courbes C et les ordres de multiplicité de leurs points 
multiples. 
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Calculons, en effet, la classe d’une courbe C en nous servant de la 
première formule de Plücker 
c=m(m—1)—2d—3r. 
Il nous faut tenir compte de l’ordre de multiplicité des points M; : nous 


obtenons ainsi la valeur de c en fonction des À. 
D'autre part, considérons l'équation 


Sat MALTE) 
(10) To O(2, y) 


Le nombre des points d’intersection de la courbe (10) avec une 


courbe C, abstraction faite des points M’, représente le nombre de 
tangentes parallèles à la direction y,, qu’on peut mener à une courbe C. 
Ce nombre coincide avec la classe c de la courbe C; il n’en diffé- 
rerait, en effet, que si la droite de l’infini était tangente à toutes les 
courbes C, et nous avons fait subir à æ, y la transformation homogra- 
phique la plus générale, qui rend la droite de l’infini quelconque par 
rapport aux courbes C. 

Soit donc g le degréen x, y des deux polynômes P, Q ou, si l’on veut, 
de la courbe (10). Toutes les courbes (10) passent par les points M;, 
et nous savons calculer l’ordre de multiplicité en un point M: de l’in- 
tersection de chaque branche de courbe C avec la courbe (10); nous 
connaissons donc, en fonction des A, l’ordre de multiplicité y; de l’in- 
tersection en un point M; d’une courbe C avee la courbe (10). Nous 
avons 


(b) qn — 2 =c, 


la somme Ly; s'étendant à tous les points M’. Nous obtenons ainsi une 
nouvelle relation entre les nombres À et m. 

De méme, en calculant le nombre des points d’inflexion d’une part 
d’après les formules de Plücker, d’autre part d’après l’équation diffé- 
rentielle, on obtient une nouvelle relation, analogue à la précédente, 
entre m et les À. 

Il convient de joindre à ces trois égalités, l'inégalité 


(m—1)(m— 2) 


= - d2 0, 


(c) 
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d désignant toujours le nombre de points doubles équivalent aux points 
multiples M;. Cette condition est nécessaire, mais non suffisante pour 
que les courbes C soient indécomposables. 


4. Ces égalités permettent, dans des cas très étendus, de résoudre 
le problème suivant : Reconnattre si l'intégrale générale d'une équa- 
tion (8) est algébrique et de genre donne. Nous appelons genre de l’in- 
tégrale le genre des courbes C. Quand ce genre p est donné, l’inéga- 
lité (c) se transforme en l’égalité 


(m —1)(m —2) 
2 


DO ==) 


I. Supposons d’abord que tous les points M: soient des points d’in- 
tersection simples de deux branches d’intégrales. Nous donnerons a 
ces points, avec M. Autonne, le nom de points dicritiques ('). Ces 
points peuvent, d’ailleurs, étre des points d’intersection multiples des 
courbes P =0,Q0 = 0, 

L’égalité (a) nous donne 


(a) me = DA, 


et, si 4; désigne l’ordre de multiplicité le moins élevé du point M; sur 
les deux courbes P = 0, Q — 0, l'égalité (b) s'écrit 


(b) m(m—1)— BA; (A; —1) = qgm—Èk;},, 
ou bien, en tenant compte de (a), 
X(ki +1) hi =(g+1)m. 
Joignons a ces égalités la suivante 
(m —1) (m— 2) — 2A; (Ai — 1y= 2p, 
ou, en tenant compte de (a), 


(d) 31,;— 3m=2(p—1). 


(1) Voir les deux Mémoires de M. Autonne sur les équations différentielles du premier 
ordre (Journal de l’École Polytechnique, 1891; Annales de la Faculté des Sciences 
de Lyon, 1892 . 
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Il vient, en éliminant m entre (0) et (d), 
(e) | Bg 2 3h) = a (p 0) (7 + 0 


1— 
3 


positifs; p est nécessairement plus grand que 1, et l'é égalité (e) nous 
fournit une limite supérieure de she par suite de m. 


Si tous les k, sont inférieurs à 1, tous les coefficients des À; sont — 


* 


St tous les k; sont su érieurs a on oe est nécessairement nul, et l'é- . 
Ip P 


galité (e) nous fournit une limite supérieure de m. 
Si, notamment, tous les £; sont égaux, trois cas sont possibles : 
1° 34, = q —2—l(l> 0); on a alors 


(Xk; =2(p—1t)(q +1) 


a 
M ee Le: 


° 34; = q — 2; dans ce cas, le genre p est nécessairement égal à r, 
et les égalités précédentes ne limitent plus le degré m. 
3° 3k; =q —2+/1(l> 0); p est nécessairement nul, et l’on a 


ier eC ds 


Pl 


; 2(q+l+1) 
7 et t= apie 


Dans ce dernier cas, les égalités employées suffisent à résoudre le 
problème : Reconnaüre si U Eva Gi ala de l'équation (8) est al- 
gebrique. 

Il convient de signaler le cas où tous les points seraient des points 
d'intersection simples des courbes P = 0, Q = 0, c’est-à-dire où tous les 
k; seraient égaux a 1. L'égalité (e) deviendrait alors 


(g—5)2ki=a2(p—1)(g +1) 
et, par suite, 
&(p—1). 
(g —5) 


m= 


St q est plus grand que 5, p est nécessairement plus grand que 1; st 
q = 5, p est égal à l'unité et m n’est plus déterminé; si g est plus petit 
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que 5, p est nul, et m est égal à 4 (sig=4), à 2 (sig=3), a7 
(sign): ive 

Il. Un autre cas tres général, que nous allons traiter maintenant, 
est celui où tous les nœuds M' sont des points simples d’ intersection des 
courbes P= 0, Q — 0. 

Soit x, — 0, y;=o un des points M;; dans le voisinage de ce point, 
ona 


, 4 +By+... 
Hi se SAR 


avec la condition 
aB'— Ba!’ —1, 


puisque les courbes P= 0, Q = one sont pas tangentes. La méthode 
de Briot et Bouquet conduit à poser - 


Pt (amily; 
a satisfaisant à l’égalité 


a+ (B—a’')a—-B'a?=o. 


La valeur de a n’est indéterminée que si &, 8’ et (8 — x’) sont nuls : le 
point M;est alors un point dicritique, et, dans le voisinage de ce point, 
y se laisse développer ainsi : 


VSS CL + C2" E CL +... .; 


c désignant une constante arbitraire, dont dépendent c,,¢,, .... Ce cas 
écarté, toutes les branches de courbes intégrales sont tangentes à deux 
directions y = a,x, y = a,x, qu’on peut prendre comme axes des x et 
des y, ce qui revient à annuler « et 8’; l'équation (8) s’écrit alors 


‘ By +yatt... 
oe Be 
Aas 7 ‘ ab xe 
Pour que le point soit un nœud algébrique, il faut que Ë soit un 


nombre réel, positif et commensurable Ê, qu'on peut toujours suppo- 
ser plus grand que 1; sinon on permuterait x et y. Toutes les courbes 
intégrales sont tangentes a l’axe des x et leur équation s’écrit 


fe Perl U+2 
oS, mn PTE 
HEC EC LOMME CLONE TE, 
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c désignant une constante arbitraire dont dépendent c,, ¢,, .... Une 
branche zsolée est tangente à l'axe des y, ainsi qu'il résulte immédia- 
tement de la discussion de Briot et Bouquet. Le cas exceptionnel où a, 
et a, sont confondus ne saurait se présenter quand l'intégrale est al- 
gébrique : en effet, si nous prenons la droite y= a,x comme axe des, 
4 et (3 — a’) sont nuls, et l'équation (8) devient 


_ Vy 2+... 
— a2tky-+... 


Mais l’origine est un point transcendant des intégrales de cette équation 
quand # n’est pas nul; si A = 0, le nœud est dicritique. 

En définitive, par chaque nœud x;= 0, y;= 0 passe une famille, et 
une seule, de courbes C dépendant d’une constante arbitraire; chaque 
branche d’intégrale se laisse développer ainsi 


p tad p+? 1 
DEC Dat CNE SCT CIC TEE AE 
a désignant un nombre et c une constante arbitraire ; toutefois, si le 
nœud est dicritique, le développement est de la forme 


Y=CT+ CL + Co 2° +... = 9(2). 


Le nombre des points d’intersection confondus en M° de deux 
branches quelconques d’intégrales est dans tous les cas égal à wv. On 


s’en rend compte rapidement ainsi : posons æ = ©’; à chaque branche 
1 


de courbes C ou y= o(a*) correspondent v branches y distinctes 
y = 9(xê), « étant une des racines vi" de l’unité. A deux courbes C, 
soient C et C’, correspondent v branches y et v branches y’, et ces 
branches ont au point M; un contact d'ordre x; les courbes y ont done, 
avec les courbes y’, av? points d’intersection confondus en M;. D’autre 
part, les points d’intersection de y et de y’ se partagent en groupes de 


. t . a . . 

v points tels que ¢’ ait la même valeur pour ces v points. Il suit de là 
; V2 : 

que les deux branches C et C’ ont ee ou wv points communs confondus 


en M;. Quand le nœud est dicritique, u=1,v=1 et uv =. 
Si par le point M, passent À branches de courbe C appartenant à la 
même intégrale algébrique, chacune des A branches de l’intégrale coupe 
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une des branches d’une autre intégrale en wy points confondus en M!. 


Le nombre total des intersections confondues en M; est done À? us ; i 
l'égalité (a) s’écrit done | 2 
(a) , m= Ÿ Yu, 


la somme étant étendue à tous les nœuds. 
Calculons maintenant l’abaissement de la classe. Soit 


(u) flay)=0 


l'équation des courbes C mise sous forme entière; le point M! étant 
l’origine, les termes de degré le moins élevé sont de degré À;v,, et 
dans l'équation 
(9) | frthf;=0 
les termes de degré le moins élevé sont de degré (Av — 1). Si nous 
posons æ = €", les Av branches distinctes définies par (u) et les (Av —1) 
branches distinctes définies par (#) ont deux à deux un contact d’ordre u. 
en M'; elles ont done Av(Av — 1)u. points communs confondus en M). 
Il suit de la, comme plus haut, qu’une courbe C et sa polaire (¢) ont 
Au(Av — 1) intersections confondues en M;, résultat qui se déduit 
d’ailleurs de formules connues. 

La classe des courbes C est donc donnée par l'égalité 


c=m(m—1) —Y Au(Av — 1). 


D'autre part, une courbe C et la courbe 
y P(x, 7) 
(10) Je Q(&,y) 


ont, en dehors des points M, (gm — Ya) points d’intersection. 
L'égalité (6) est donc ici 


m(m —1) — D Go — 1) DS 


ou encore, en tenant compte Tete 


(b) Die ry=(a+ym. 
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: Ps : 3 ou” 1) ( a : 
le point M; (au point de vue du genre) équivaut à ee points & F 


a Er MCE =) OI 
doubles; la multiplicité de M! est donc égale au nombre 


ments de nombre des intersections confondues en M 
oe ¢ 
qu'ont entre elles les À branches de C. Il vient donc 


}2 pv 
Este 2 E D TES Er 


2 


formule d’ailleurs connue. Si l'on tient compte de (a), ona 


3 
p=i+ Diet, 


et, si l’on tient compte de (b), 
(d) 


Cette égalité, déjà donnée par M. Poincaré ('), permet de reconnaitre si 
l'intégrale générale est algébrique et de genre donné chaque fois que q est 
plus grand que 5. 


(1) M. Poincaré est parvenu à cette formule par des considérations différentes où 
interviennent les valeurs remarquables de la constante pour lesquelles l'intégrale algé- 
brique, supposée irréductible, se décompose. (Voir les Comptes rendus, avril 1891 et les | 
Rendiconti del circolo math. di Palermo, avril 1891.) J'ai indiqué la méthode générale 
que j'ai appliquée dans ce paragaphe dans une Note des Comptes rendus (mai 1890). Le 
dernier paragraphe de cette Note renferme une méthode différente pour reconnaître dans | 
tous les cas si l'intégrale est algébrique et de genre donné, mais cette méthode est inexacte 


et repose sur une évaluation évidemment erronée du genre. Le paragraphe est à sup- 
primer. 


NS ne LS ANG Et eS LOS SSD hs 
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Plus généralement, il suffit que les coefficients des A dans (d) soient 
tous de même signe. 

Le genre p est nécessairement plus grand que r si ¢ est supérieur 
à 4. Toutefois, pour g = 5, si tous les nœuds sont dicritiques, p est 
égal at. 

Quand tous les nœuds sont dicritiques, w— +, —1, on retombe 
sur des résultats déjà signalés. 


5. Si importants que soient les cas particuliers que nous venons de 
traiter, on ne saurait pourtant considérer comme résolu d’une manière 
générale le problème que nous nous sommes posé : reconnaître si 
l'intégrale d’une équation (8) est algébrique et de genre donné. Quand 
les courbes P = 0, Q = 0 ont des points communs confondus, les éga- 
lités (a), (b), (d) ne déterminent plus nécessairement une limite 
dem. Il n’est pas d’ailleurs possible de transformer, à l’aide d’une sub- 
stitution de Cremona, une équation (8) quelconque en une équation 
pour laquelle tous les points singuliers soient simples. Quoi qu’il en 
soit, les égalités qui nous occupent suffisent à résoudre la question 
posée dans des cas très nombreux, différents de ceux que nous avons 
considérés jusqu'ici. Par exemple, si l'équation n’admet qu’un nœud 
et si ce nœud est un point ordinaire de chaque branche d’intégrale, 
mais un point de contact d'ordre de deux branches quelconques, les 
égalités (a) et (d) s’écrivent 

TEEN, 
(m — 1) (m— 2) —h(A—1) p= 2p, 


et, par suite, id 
m(Vp— 3)= 2(p —1). 


On voit que w doit être le carré d’un nombre entier. Le genre p est 


- nul ou plus grand que 1, suivant qu’on a H<9 ou 4 => 9. Dans la 


première hypothèse, m est égal à 2(4 = 4) ou à 1(u—1); dans la 
seconde, m est au plus égal à 2(p —1). Enfin, si u=9, onap=1, 
et 2 n’est plus limité. 

Il convient de remarquer que, .dans toutes les applications précé- 
dentes, les égalités employées ne déterminent jamais de limite supé- 


i SAS mu à "+ ashy 

% Pe. epee ss Me ae or Sort « 
rieure de m pour p = 1. Nous verrons tout à ee la raison dee ce 
singularité. 


6. I peut arriver que les mêmes égalités suffisent à reconnaitre si 
l'intégrale générale d'une équation (8) est algébrique, sans aucune con- 
dition donnée. 

Nous avons déjà rencontré un exemple de ce fait : quand tous les 
nœuds sont dicritiques et ong de plus ces points sont des points mul- — 


tiples d’ordre plus grand que # * des deux courbes P = 0, Q —o, le 


genre p est nécessairement nul, & l'on connait une limite supérieure 
de m. En particulier, quand les nœuds, tous dicritiques, sont des 
points simples de P=o, Q=o, pour q 5, mest déterminé par 
l'égalité m = alo + 

Comme exemple assez différent, nous signalerons le cas où les nœuds 
sont en nombre inférieur à 9 et tous dicritiques. D’une manière précise, | 
ces points peuvent être des points d’intersection multiples de P — 0, 


Q =o, mais sont des points d’intersection simple de deux branches 


_ d’intégrales (sauf peut-être de branches isolées). 


Nous avons alors l'égalité 
nt > Bs 


De plus, par 9 points (parmi lesquels les nœuds) nous pouvons faire 
passer une cubique; il vient done 


3m = Yt k (k20). 
D’autre part, l'égalité (4) donne ici 
SA-3ma 2(p—1), 


d’où 
k=a(1—p). 


Nous voyons que p est égal à o ou à r et # égal à 2 > (pour p= —o)ouào 
(pour p= 1). 


a dde de de dd | 


A PP PO ET TE 


—— ar © 
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° Si le nombre N des nœuds est égal a aQ, p est nul ou égal a Vunite; 
2° Sule nombre Nest inférieur à 9(N=9 — «), p est nécessairement nul. 


En effet, en prenant « des g points sur une des courbes intégrales, 
on voit que # est au moins égal à «; # n’étant pas nul est égal à a, 
p est nul, « est égal à 1 ou à 2. Ceci suppose toutefois que la a 
auxiliaire n'ait pas une partie commune avec la courbe intégrale : le 
fait ne peut se présenter que quand les courbes intégrales sont au plus 
du troisième degré. On trouve ainsi que integrale étant supposée 
algébrique, le RE N doit être égal à 8, 7, 6, Aol T. Si N= 6, 
les intégrales sont des cubiques ayant un point double commun; si 
N = 4, ce sont des coniques; si N — 1, des droites. 

Placons-nous successivement dans les deux hypotheses N= 8, N= 7. 
Des deux égalités 


(a) gm= Ÿ 2, 


(d) . 3m=2+ Yi à, 


on déduit 
où À? — (2 +> k) = 0. 


Cette égalité peut s’écrire, si N= 8, 


2 8 2 


8 
I 6 I 
Ào—— a+ Whi Fe \s—@ a+ Whi 
Bec k 


+... + se - (24s) | + (Ag—2)?—4 


IT 
2 


8 I 
: M3 a+ Whi + 


COINT 


Elle montre que (A, — 2)? est inférieur ou égal à 8, c’est-à-dire que 
A, est au plus égal à 5. Comme A, est un quelconque des nombres A,, 
on voit qu'aucun des À ne saurait dépasser 4. Il en résulte, d’après (d), 
que m est inférieur à 12. > 7 

SiN — 5, l'égalité (e), où l’on fait À, = 0, montre que (A, — 1)? est 
au plus égal a 3, c’est-à-dire qu'aucun des À ne saurait dépasser 2; 
m est done inférieur à 6. 


oe 0, ciel d’én umérer ae les cas aie et Het le théo- Le 

reme suivant : : Seat 
Lorsque les nœuds d'une équation y' =5 (à points singuliers ace i 

ou confondus) sont tous dicritiques et que leur nombre N est inférieur à 9, 

l'intégrale de cette équation ne saurait étre algébrique que si N est égal 

à 8, 7,6, 4 ou 1. Le genre de cette intégrale est toujours nul; son degré — 

est au plus égal à 11 N —8, à 5 a N—7; ul est égal à 3 siN=6, 

iN hdi ST: 


Parmi les N nœuds, N, sont des points quadruples (à tangentes 


simples) des courbes intégrales, N, sont des points triples, N, sont 
‘des points doubles, N, des points simples. Les nombres m, N,, No, 
N,, N, sont susceptibles de recevoir les valeurs suivantes : 


N neeuds. 
——————_-—nnn—"ee_ 0 — 
Degré. Points quadruples. Points triples. Points doubles. Points simples. 
Sah N= NS — ae Ny oO 
10 4 4 "© 
9 2 5 I 
8 I 4 3 
8 0 7 0 
7 lp I 6 
a oO 4 3 
6 va 2 4 
5 0 I 3 
4 0 I 0 
5 0 0 6 
4 0 0 3 
3 0 0 I 
N 4 2 0: oO re) 4 
re) A Es I. I oO Oo 9 I 
+ Il convient de remarquer que dans ces exemples, où notre méthode 


| 22 suffit à reconnaitre si l'intégrale générale est algébrique, le genre de 
‘TE celte intégrale est nul. On se rend compte qu'il doit en être ainsi de la 
oe" maniere suivante : 

Les relations dont nous disposons se composent d’un système (a) de 
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“trois égalités [les égalités (a), (b) et une troisième égalité relative 
aux points d’inflexion] et d’une inégalité (c) 


(m —1)(m—2)—2d20, 
_inégalité qui peut s’écrire encore 


CRT aap 


?p désignant un ee nul ou positif, mais indéterminé quand on ne 
se donne pas le genre. 


_ Admettons que l’intégrale de (8) soit algébrique; a cette intégrale 
De correspond un système d’entiers m, À; qui vérifient les relations («) et 
_ l'inégalité (c). Quand on remplace l'équation irréductible 

“ci M(y, +) 

a. a — ee pa À 

Bee) (9) Ny ce 


par la suivante 


we 0) sly =sl), 


LL 


g étant rationnel en y et de degré u, à la courbe (9) correspond un 

…_ nouveau système d’entiers m', À;, à savoir À, — uA; et m = um, qui 

| vérifient encore évidemment les relations (a). Il reste à savoir si liné- 

galité (c) subsiste, autrement dit, si le genre de la courbe (9), calculé 

ce comme pour une courbe irréductible, est nul ou positif. Nous avons, 
pour la courbe (9), 


j 


(m —1)(m— 2) —2d= ap, (poy 


Ee La courbe (9) est de degré mp, et le nombre de ses points doubles 


Fe: — | ates ey m?u.(y.—1) ; ST, 
> est, comme on le voit aisément, ud + ———. Le genre p'de (9) 
est done donné par l'égalité 


ct 


op’ = (pm —1)(pm —2)— 2nd — mp1) 


ou encore 


4 


‘ 


‘ , 
4 

à 
. 
be 
à 
a) 
a} 
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Ceci nous montre que, sip est plus grand que 1, p' a fortiori est plus 
grand que 1; si p=1, p' est égal à 1 quel que soit y; enfin, sip —0, 
p est négatif dès que p est att. grand que 1. 


D'après cela, si le genre de l'intégrale n'est pas nul, les relations 


(x) et l'inégalité (c) sont vérifiées pour des valeurs de 4, par suite, 
pour des valeurs des entiers m et A; aussi grandes qu'on veut. Les re- 
lations dont nous disposons ne sauraient donc suffire à déterminer une 
limite du degré de l'intégrale supposée algébrique que dans le cas où le 
genre de cette intégrale serait nul. Si donc les relations («) et (c) en m 
et A; admettent un nombre fini de solutions positives, on est certain 
ou que l’intégrale n’est pas algébrique, ou que son genre est nul. 

De plus, si l’on se donne le genre p de l’intégrale, mais que p soit 
égal a r, les relations (x) et l’égalité (d) 


(d) tr aa ee 


sont vérifiées, quand l'intégrale est algébrique, par des systèmes d’en- 
tiers m et A; aussi grands qu’on veut. Les égalités (x) et (d) ne sauraient 
donc Jamais nie une limite du Dre de l'intégrale Hs elle est 
algébrique et de genre x. 

I est clair d’après cela que pour déterminer en général une limite 
du degré de l'intégrale supposée algébrique, il est ROUE d'in- 
ire des conditions exprimant que la relation (9) est indécompo- 

sable pour A quelconque. Mais je ne développerai pas ici ces considé- 
rations (!). 

J'ajoute que les relations (x) et (4) permettent dans certains cas de 
reconnaître st l'équation admet plus d'une intégrale particulière alge- 
brique dont le genre est ou non donne. Comme ces intégrales peuvent 
passer par un ou plusieurs cols, les sommes È qui figurent dans ces 
égalités doivent être étendues non seulement aux nœuds, mais aussi à 
un certain nombre de branches passant par les cols. On forme ainsi un 


(1) Voir à ce sujet les travaux déjà cités de M. Poincaré sur l'intégration algébrique des 
équations du premier ordre et du premier degré. Voir également plusieurs Notes de 
M. Autonne sur la même matière (Comptes rendus, mars, novembre 1891, février 1892), 
et les Notes que j'ai publiées sur les intégrales slgébriqués ou à x valeurs des équations 
du premier ordre (Comptes rendus, mai 1891, janvier et février 1892). 


a ee es mms farm ap sant 


a 


jé D ieee he li LS 
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nombre fini de systèmes (&), (d), qui limitent parfois le degré des in- 
tégrales. 

Enfin, les deux dernières relations («) et la relation (d) peuvent 
servir à reconnaître s'il existe une intégrale particulière algébrique dont 
le genre est ou non donné. 

Il est clair d’ailleurs, que la recherche des intégrales particulières 
algébriques est un problème plus compliqué que la recherche des cas 
où l'intégrale générale de l’équateur est algébrique. Il existe toutefois 
une classe d’intégrales algébriques qu’on peut toujours déterminer 
surement : ce sont les intégrales rationnelles. C’est la détermination 
de ces intégrales que nous allons effectuer pour terminer ces applica- 
tions. ~ 


7. Bien des questions se ramenent à la recherche des intégrales ra- 
tionnelles des équations différentielles. Étant donnée une équation 
différentielle d'ordre quelconque, on peut trouver les polynômes qui 
vérifient cette équation en déterminant une limite supérieure de leur 
degré. Plus généralement, si l’on connaît le nombre des racines dis- 
tinctes de l’équation y, = R(x) pour une certaine valeur de y, [par 
exemple le nombre des pôles distincts de R(x)], on peut calculer les 
intégrales rationnelles y =R(x) en déterminant une limite supé- 
rieure du degré des deux termes de R(æx). C'est ce qui se présente dans 
le cas des équations linéaires, dans le cas des équations du premier 
ordre telles que pour une certaine valeur y, de y toutes les valeurs 
de y’ soient nulles quel que soit x (y, n'étant pas, quel que soit x, un 
point critique de y’). Mais ce sont là des circonstances exceptionnelles. 
La méthode que je vais indiquer ici permet de résoudre sérement la 


question pour des équations de la forme 


ae hs rc) 


(8) Y= Q(y, 2)’ 


où P et Q sont deux polynômes en y, x. 
Si (a, Yo) vérifient la relation 


(11) | j Q (To Yo) — 0; 


x, est un point critique de l'intégrale y qui prend pour æ = +, la va- 
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RC. 
306 P. PAINLEVÉ. erat: 


leur y,; à moins toutefois que (2s Yo) ne satisfasse aussi à la relation | | 
- B20: | a 
D'après cela, la courbe - . : 
(12) y=R(2) 


ne peut rencontrer la courbe (11) qu'en des points qui lui soient 
communs avec la courbe P = o. Pour éviter toute discussion relative 
aux valeurs infinies de y, effectuons sur a et y la transformation sui- 


vante 


a 


ay,+ ba,+e __at+B 
TRS TS eee HT sont? 
d'y+ b'a,;+e ar + 6 


a, b,..., % .. étant des constantes. La courbe (12) a pour équation 


! x A,(z:) 
(12°) = Bia) 


? 


A, et B, étant de degré n en x,, et les courbes (12’) et 
(11) Oy, CSE 


n'ont pas de points communs dont l’y soit infini. Il serait d’ailleurs 
bien facile de traiter le problème sans se servir de cette transformation. 

Dans ces conditions, les courbes (11°) et (12) ne peuvent admettre 
| comme points communs que des points communs aux courbes 


P, — 0, Qi 0, 


situés à distance finie, et peut-être des points qui correspondent à 
æ,—=%. Examinons d’abord ces derniers : pour æ, =, l’ordonnée y, de 
(12°) tend vers une valeur finie a. Si(11’) et (12°) ont un point commun 
à l'infini dans la direction de +, il faut que (11°) admette une asym- 
ptote parallèle à Ow,. Ce point est un point simple d’intersection à 
moins que cette asymptote ne coincide avec la droite y, — a. Mais on 
connait les valeurs limites de l’ordonnée y, de (11) pour a,=%; soit 
y, = b une de ces valeurs. On sait, en formant l'équation en = —, 

A 
développer les intégrales holomorphes égales à b pour £ = o autour 


ALI 
Der 


AREA BEEN Sere 
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eal . 
ak = 
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du point £ — 0, et, par suite, trouver l’ordre maximum de multipli- 
cité à de l’intersection au point y, = b, x,— des deux courbes (125) 
et (12’). 

La même discussion s’effectue plus facilement en chacun des points 
(os Yo) communs aux courbes 


Po, Q,=0. 
On sait reconnaître si l’équation (8’) 


dy, = Pil yy Zi) 
ax, QM, 1) 


admet des intégrales holomorphes prenant pour a, la valeur y,, et 


déterminer, pour ces intégrales, le développement de (y — y,) suivant 


les puissances de (a — x,). On en déduit l’ordre maximum de multi- 
plicité à, du point (a, y5) considéré comme point de rencontre de 
(11’) et (12’). En faisant ce calcul pour tous les points (x, y,), on 
obtient une limite supérieure = à + 35, du nombre de points de 
rencontre (distincts ou confondus) des courbes (11) et (12’). Soit g 
le degré de Q,(y,, æ,); on doit avoir 


p2q(n+1), 


d’où l’on déduit une limite de x. Les intégrales R(x) se calculent dès 
lors algébriquement. La méthode n’est en défaut que si l’équation (8) 
est une équation de Riccati, mais la question se traite alors directe- 
ment. 
Il est facile d’étendre la méthode aux équations hyperelliptiques en 
VV: FLE: 
y= A) + B(7,z)VR(», 2), 


en faisant jouer aux valeurs (y, x), qui annulent R(y, x), le rôle des 


valeurs (y,, æ,) qui rendent, dans l’équation (8’), y, infinie. La mé- 
thode n’est en défaut que si toutes les fonctions y(a) définies par 
R — o sont des intégrales singulières. 

Le même procédé permet de calculer toutes les intégrales rationnelles 
des équations 


(13) MUR V5 2) s 


fa ae cas not s'intègre al ment, 
soit à une équation de Riccati, soit à une q roi 


- 


P=IENG = at = DEN) - 


| Cette équation est la seule équation de la forme re den 1 
puisse calculer algébriquement les intégrales rationnelles. street 
veux pas insister sur ces extensions faciles. 

J'arrêterai ici cette étude des équations du premier detre et du pre Dy 
mier degré. Dans un travail ultérieur, je montrerai comment les prine 
cipes ne dans ce Mémoire permettent, moyennant quelques — 
considérations nouvelles, de pousser plus loin la recherche des équa- 
tions dont l'intégrale générale est algébrique ou ne prend dans le BE 

qu'un nombre limité de valeurs. 


Par M. J. BEAUPAIN, 


INGÉNIEUR DES MINES, DOCTEUR ÈS SCIENCES. 


CHAPITRE I. 


; : | I 
DEYELOPPEMENTS, EN SERIE CONVERGENTE, DES FONCTIONS B(a, x) ET 


B(a, x) 


{. Lemme. — Sc q est une quantité réelle quelconque et p une quantité 
également réelle et supérieure a — 1, la série 


kK= 
7 ee ‘ 
EE DURS 
Pa 0 


est dorer) converg gente, ¢ ) désignant le coefficient Bvcncal 


T 


PPT) CDR eT): 
Dred. eetk 


Pour démontrer cette proposition, je considère la série des modules 


k=a 


oe Y= You L(G) T—P+ erat |= 2 Fe 


Soient £—/+n et p=l—e,letn étant des nombres entiers et € 
une quantité positive, comprise entre o et 1. 
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1 

À AE ite, ce terme, tous les termes de la ue (2) sheet e 

facteur constant (/— e)({—e—1)...(1— re AE LEE 
Si la série auxiliaire 


COM . eae aaa 
(3) ; ‘ae (nr +m+i) me ON NET 


est convergente, il en sera de même de la série (2). Dans la série (3 


q est supposé positif. 
= Jobserve que les termes de cette série T peuvent se mettre sous is 


forme te 


e(e+1)...(€+-7) I 


1.2.3...(u+1) —q—l+an 


1 e(eti)...(e+n)  e(e+1)...(etn) etn I 
1.2.3...2 | Teddy 71000 72 -EX —9 -1E5n 


RE 


Meter) te rnpai) Das 


1:9,934.(R 42) ge liinrs 
1 e(e+1)...(e+n+1) e(e+1)...(e+n+i) e+n+1l 
1.2.3...(” +1) 1.2.3...(R +1) n+2 | 


Ee(e+ 1)... e(€+1)...(e+n) tn: 
1.2,.9,,an —q—t+an Be ee n-+1 —q—l+an 
e(¢€+1)...(€+n+1) 14 mes. 
1.2.3...(n+1) —qg—l+2n+2 "7" 


~ 
. 


Le premier terme est inférieur au deuxième, et celui-ci est moindre 
que le troisième, si l’on a la condition 


e+n E+ n+ I 
ou 2e+q+l>o, 


—q—l+onT —q—l+an+2 


inégalité qui est toujours vérifiée. 


= € à 


© + SUR L'INTÉGRALE EULÉRIENNE DE PREMIÈRE ESPÈCE. SR 


J'ajoute ensuite que le terme général a pour limite zéro. Posons 


- SG 1) ke 2 mm —1) E+n+m a, e+t+n-+m 
MNT... (72 + nr) —g—l+on+em  —q—l-eyan+om 
‘an : : - 

a. eur La RE a pour limite +. D'ailleurs ant 
À qe ee sean are ute 5. D'ailleurs, en prenan 
- <a . 5 Paes . . 5 . 

_ le logarithme népérien de ce produit indéfini, on a 


D are) LEE e+n+m—t 
a 8) Ro? Lo Lo =. ee Log = 
| (9) g 8 Pet ee ee ee 
à Ors 
e 7 t+ n-tm—1 , Er 
dim | (2 + m) Log ———————_ |= lim | (rn +m) Log ( 1 + ——— | ]=e~—1. 

rales ( MES erate Mine ( +m) Log (1+ 7—— i 
3 = j 

pe La série (5) est divergente et a pour somme — +. Les termes de la 
. série (4), alternativement positifs et négatifs, décroissent indéfini- 

BS ment; done cette série est convergente. 

AP) . ae a po. : 

4 Ainsi nous avons transformé la série T en une autre 2’, telle que la 
_# somme des 2m premiers termes de cette série est égale à la somme de 
4 m premiers termes de T. Or Z’,, tend vers une valeur finie et déter- 
É _minée; il en est de même de T,,. Par suite, les séries (3) et (2) sont 
__  convergentes et la série (1) est absolument convergente. 

= 2. Tuéorème. — Sz la distance OA est égale a — 1 et que 2 sou l’affixe 
F4 à A 3 ' M Y 

* 5! A 0 x 

< ron 


a d'un point de la région du plan, située à droite de la ligne MN, parallele 


Pe 


r ‘ 
e- 


his 


2 
E 
Pa 


(6) 


Upabsolunent convergente dans cet espace, q ARE: une quantité réelle 0 
imaginaire quelconque. — 


Soient ’ 


sa -p1b, dx ip, k=l-+n dial 


r 


Let n étant des nombres entiers et e une quantité positive inférieure 


AME 
Le terme général de cette série (6) est. 


eet yeti). (1—e-+ib)(e—ib).. .(e-+n—ib 


Una = PRE PEN TEST TT SE an+l+ateta+i(p—d) 


Si la série 1 


ir STARS .(e+ nr + m— tb) I 
v= iS _ eS 
1.2.3...(n+m+i) 2n+2m—a—l 


ou plutôt, si la série 


, HAE DENT 
M = © 
(7) ay VER +e]... flerna M) + 0] 1 
(na +1)...(n+m-+1) 2n+2m—a—l- 
noe est convergente, la série (6) sera absolument convergente. Nous suppo- x 
à sons que, dans la série (7), « est pris en valeur absolue. 
oo Je compare cette série V à la suite indéfinie 

wr x à 

= g n(n +1). Cea. (1+ 7)...(n+n+m) L 
; RO UE orge rame > trict Th ee SD Till 
É 1.2 (a +1)...(n + n+ m +1) 2n+2mMm—a—l 
Bs RE | laquelle est convergente, si n est un nombre positif inférieur à 1. | 


‘ 
iy 
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Si n est supérieur à €, on peut trouver un nombre entier fixe n Loi ot 
qu'on ait constamment, à partir de cette valeur, |’ inégalité 


VE En)! <i 7e 

ou 

n—e+2(n—Ee)n—b>o, 
condition à laquelle il est toujours possible de satisfaire, quelque 
petite que soit la différence n — €, pourvu qu’elle soit finie et positive. 
Les termes de la série V seront ainsi inférieurs, en valeur absolue, à 
ceux d’une série convergente, dont tous les termes ont même signe; 
en conséquence, la série (7) est convergente et la série (6) est abso- 
lument convergente. 


3. CoroLtaRe. — 0 étant un angle réel arburaire, les séries 


K = 


AS 6\ cos(¢q + 4+ 2hk)9 
EN) Error 
me s\sin(g +5 +2h)0 

>. qg—z+2k 


sont absolument convergentes dans tout l’espace à droite de la ligne MN. 


4. Dans un travail publié dans les Mémotres de l’Académie de Bel- 
sine in-4°, t.LI , nous avons trouvé les deux formules suivantes 


a 
k= © PERTE 
BIN ges or — p\cos(p+g+2#)0 s æ ? = 
(10) if maroc! aa D k ) ptq+2k care at’ RAS TE 
k=0 
K= © 
i) = kyo 
COSTG. 9.) sin(p+gq+2 
KE) f ra =+a D( k cs p+q+2k 
k=0 


, 3 oT T ee. 
0 étant un angle compris entre — = et + LP et g satisfaisant aux 


conditions : 
L>p>0 p+g70. 
Ann. de UV Ec. Normale. 3° Série. Tome IX. — Ocrore 1892. ho 


k=e0 
ae "singe, heme + e _p 


k=0 


F k= 
\ (*eosq¢ —p\ si ease 
| COSY QU, ye Ni he 
eels nee ne 2 k p—q+ak ? 
d'où, par addition et par soustraction, 
PEt)r(2—9) #55 


I 2 : 2 —p cos(p+g+2k)0 | 
T'(p) PA k )| p+q+2k 


K = : kK= © 
— p ane DP). 
pa k Prqat2k red k} p—q+2k 


k=0 


En vertu de la relation 
T 
7 > 
SINT LV 
ona ~ 


T(æx)F(1— x)= 


; Ea 2 — = ae r 
an r( = )ra P) ee > ir A) sin(p + 2k) 
= mh 2__ a? 
r(i+4 : r) sinpr sing @ _ (p+2kP—q ia 
= La a i arse 
(ea) F(i—p) + NE Da PNR (x) sin(p+2k)0 
\ FREE ==" rer anal ey See 
ri LEP)r(i+ q en) % Sinpr sin 0 (P+2k)— 


si l’on observe que les séries (9) sont ahechunent convergentes et que 
l’on peut en grouper arbitrairement les termes. 
Changeons dans ces formules ARE 


q ies 
(18) (ESE ro | PRES 5 ak sin(2k — p)6 
r{i 222) sinprsings ai \k ) (2k pe qe 
2 
) Pp) ah (Pg) 7 S10 ER OP Are 
: a heat he LEE Ni Se MSN ER ZEUS ER JDA TS À 
(19 r(+#e)r} +28) 4q T sinpt sing 0 PAC ere. rei 
2 2 = + 


mm mil ds cts à ei 


= (20) 


(21) 
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q étant quelconque, dans tout l’espace à droite de la ligne MN, les 
quantités - | “i 


sin ( 1 gG) =e 
4 P A P\ sin(2k— p)0 

T'Sinpr sin go k}(2k—p}— q° 
, k=0 


: 2 CT 
OP MER) ES P\ sin(2k—p)0 
iq rsinpr sing 9 : D a 

k=0 


sont des fonctions uniformes de p, n’ayant des discontinuités qu’en 


des points isolés. D’après le théorème de Riemann, toute fonction, 
donnée le long d’une ligne de grandeur finie, ne peut étre étendue au 
dela que d’une seule maaière, si on lui impose la condition d’être 
uniforme et de n’avoir des discontinuités qu’en des points isolés. 
Donc, quel que soit g, les égalités (18) et (19) doivent exister, pourvu 
que la partie réelle de p soit supérieure à — tr. 

Dans l’équation (18), posons 


IEP ox " IP; 
a a ; Oe AE ~? 
et faisons dans la relation (19) 
Sat Dec A NT dea eae 
Se Tr 
il viendra 
k = © 
Riayi (x). (a+ zx)(a+2x)sin(a+æx)r me) sin(2k — a)0 
V(a+a2) asin(a+22)9sinat k)(k+zx)(k—a— x) 
. PRES ; - 
Te) ax(x —a)sinræsinar Si sin(2k—a—x)0 
T(a)L(x) | r(r+a)sin(a+æ)rsin(z—0a)0 dod k (k — x)(k— a) 


Ces deux développements subsistent pour les valeurs de 9 com- 
prises entre —= cE +5. Dans le second, a + x doit représenter l’af- 


fixe d’un point situé dans la partie du plan à droite de MN; dans la 
formule (20), a est une constante dont la partie réelle est supérieure 
à — 1. Quand ces conditions ne seront pas remplies, on posera, avec 


F ‘ 
. . ’ 


m étant un noha entier tel, qu ‘elles soient, rie 
et de a+ a; Alors, Le, | : 


TT) (ata)(ate+).. (at e+m) (a+ 20+ m)sin(a+e)e 

Tia Er) = a(a+1)...(a+m) sin(a+2x+m)ôsinar 

oe rel a+m sin (2k —a—m)6 | , . ai: # 

pes | re 2 ( k \ Enemy “aa 
AOI? Ole : : 


T(a+ x) sa aay ee lea æ(r—a—m)sinTrx sinar x 
ÎT@T(G) —  (G@+z)(a+z+1)...(a+x+m) rsin(a+z)rsin(x—a—m)6 
(29 Ù | ne a+z+m sin(2k—a—x—m) 8. 
ont ce ) (k— x) (kK—a—m) 
k=0 $ 2 : 


Les relations (12) et (13) conduisent encore aux formules 


INCARNE ER OSCE eA Un sin(a+x)r 
res a(a+i)...(a+m) cos(a+ 2x + m)0sinar | 


(24) 


: a+m cos (2k —a—m)9 
EC: ”) (eee hapa omy ham 
Tigi 2). iw a(a+1).. .(a+m) æSin TT sinar 
T(@)T(x) (a+zx)(a+x+i1)...(a+x+m) rsin(a+x)rcos(æ—a—m)0 
5 | = 4 uy 
(25) LS (RG) Den 


k EAN La = my er eee 


k=0 


Remarque. — Si les quantités sin (a+ 2%-+-m)9, sin(a —a—m)0, à 

_ cos(a + 2æ + m)0, cos (a — a—m)0 sont différentes de zéro, les dé- 

‘i veloppements (22) et (24), (23) et (25) représentent, les premiers, 

l'intégrale eulérienne de première espèce; les seconds, l'inverse de 
cette fonction. 

Si, pour certaines valeurs de a, m, x et 9, sin (a +2æ+m)0 est 

nul, il faut, pour la représentation de B(a, x), avoir recours à la for- 

mule (24). Dans ce cas, le second membre de la relation (22) doit 


| NORNC2 ES 
T(a +) 


“(an 


ea x 

y a 

ee a |. 
À 


si ( = 0, ces développements deviennent successivement 


Thin) 
‘T(a+2)~ 


e T(e+e) 
(8) Tate) 


aSINnaT 


WAPREs sin (at 2) & a 
(k= 2) (hag ey 


(a+x)(a+æ+r...(a+z+m) sin(a+æ)T 


a(a+1)...(a+m) sin at 
K= © | 


RE 
Den ee 


k = © 


ax sing a2 sinat D a + x DAC 
T(a+x)sin(a+ x)T k 
. ies 


] (ka) (k= x) 


2 ee a(a+1)...(a+m) _ æsinræsinaT 
T(@aT(a) (a+zx)(a+æ+i)...(a+z+m)rsin(a+æ)r 
(29) mee 3 | 
at+x+m 2k—a—x—m 
Nes es coca 
Fee 
Fa 
ee (a+ 2x + m)sin(a+æ)rsin(a + m)= 
| T(a)T (x) _ _(a+æ)(a+æ+i).. (a+ x+m) . 2 
T(a@+ 2) BED rah Cree) sin(a+2æ+m)Tsinar 
2 
= 
a+m (—1)* 
2 k ') raya amy 
F- k=0 
sin (a + x) mc08 (a+ m) = 
TI) a(a+a)..(ar etm) © 2 
(are), à © ala-+1)...(@+my cos (a +20 +m) Zsinaz 


CEE 
2k— a—m 


a Ce 


k=o 


«Dom ee a 


æ(æ—a—m) sinræsinarsin(a+x 

Tata) _ a(a+1r)...(a+m) 

(TRE EOE eA ae rsin(a+aæ)rsin(æ—a—m)= 5 

‘ "ren (—1)* . | 
k (k 


TE AUS Lan, 


k 
X 
k 


mae 


6. Si la valeur de. 0 surpasse Een valeur absolue, le développe- 


ment (20) définit encore une fonction analytique dans tout le plan. 
La partie méromorphe de cette fonction est identique à celle de B(a, x), 
car elle a les mêmes pôles et les mêmes résidus. Si l’on désigne cette — 
fonction par B(a, x, 0), on pourra poser 


(34) B (a, z, 9) =G(a, z, 6) +B (a, x), 


G(a,x,0) étant une fonction holomorphe. Cette fonction s’annule, 


= vis T 4 ni 4 . 
quand 0 varie entre —= et +=, et reste égale à zéro, quel que soit 0, 


si les quantités a et æ satisfont à la condition 
a+x—=k (k= nombre entier). 
En effet, dans cette hypothèse, la formule (20) se réduit à 


(1—a)(2—a)...(k—a—1) f 


1.9.3...(K —1) sina’ 
c’est-à-dire à 
T(a)T(k— a) _ 
Merise te Eu 
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CHAPITRE II. 
DÉVELOPPEMENTS, EN SÉRIE CONVERGENTE, DES FONCTIONS 


7 SCXZ—m)0 sin(2%2—m)6@ 


sinr x pre ( nombre entier) 


7. Les formules (23) et (25) donnent lieu à plusieurs applications 
intéressantes et nous permettent, en particulier, de développer, en 


série convergente, et cela d’une infinité de manières, les fonctions 


ae T T 

zt cotta, ———», ———-. 
sinTæ T 

Pret 


Ces relations (23) et (25) sont pour ainsi dire conjuguées. Pour 
obtenir les développements qu'on tire de l'équation (25), il suffit de 
différentier, par rapport à 9, les formules déduites de la relation (23). 

On sait que les pôles de l(a + x) sont donnés par l’équation 


a+2v2+n=0 (z= nombre entier), 
d’où 
Mae Chas RSS OIC 


7 


La fonction '(a + x) parait n'avoir pas de pôles simples; mais il 
n’en est rien. Sia + x + n —= 0, on a identiquement 


k=m—n 
m+a+æz\sin(2k—a—x—m)0 oe 
PE > ( oes ik ) (k—2)(k—a—m) Paine ie rae 


k=0 


En outre, à partir du (m — n + 1°" terme de la série (23), tous 
les termes contiendront le facteur n + a + x. Ainsi, par suite de la 
présence du facteur sin(a +a)z au dénominateur, le coefficient de 


a+ a= 
vera aisément la vraie valeur de cette quantite. 


“> O . . 
= prendra la forme =; et, dans chaque cas particulier, on trou- 


“pour le poe a+æ=0o at aie dans la 


PE faisant usage de fe notation de Cauchy, on trouve — 
aa tate A 


&T(a+ x) oo ae) ‘#in?90 4 Sin NUE singe ES 
TG zx) msins0æ [a 1-2 2 2 a FU a 


ou 


a sin 8 1 sing 1 sin30 
5 1—2® 2 9§—g? 3 32?—-2* 


(37) 
‘ tT S95— 7; 


car on sait que le résidu de T(a +a), pour le pôle a + £2 =0, est 
égal ar. 

Maintenant, si l’on observe que la série, formée par la dérivée des | 
termes du développement (37), est uniformément et même absolument 
convergente, on aura par différentiation 


LR RAM ata af St et 


costa "0 | cos 0 cos 20 cos36 | | 
— — 2% se s 


(38) sint a2 


TSOS—n. 


De (38) on déduit les deux formules classiques 


T I 


(39) 7 -— — 22x 


SINTæT æ 


(40) Sep ary ees 


=1 


De (37), en faisant 0 =<, on tire 


72 I I 1 I I 
ae? I =n+ 42 — — 5 > + - 
1 (41) anaes ae | cos 3 3?— 2? 42 5 52 y? | 
Ra: 5 
har | RE Tie NSP een 
rr. ; 
M ” (1) Exercices de Calcul intégral, par Legendre, t. IJ, p. 169. | 


qui ne ers pasa au + ait calé d'Euler 


. 


ay fe] 


. nie 
ef COs = x ë : ae 


La formule (25) nous conduirait aux mémes résultats. Effectivement, 
“4 faisons & + = =0 et m=o0, ona 
4 


ET(a+æ) We si ne eee peace ; a+æ  Cos20 
(1 — _ mcos20x sin(a+x)n ax 2 a+ FA ores or {=D 
| (a+ x)(a+x2—1) cos40 | : 
pe É-2 ut go] 
AE (38 bis) À PARLER AGE cos20  cos30 ANUS) LA 3 
ë Sa T pe gt Log n 5 a? , 
, 9. Appiication II. — Posons dans la formule (23), a+ a2 =o et a 
n= I, à 
© 
_ Sin(a+zx+1)0 DRE ETS a —#)0 
æ(1+a) I (1— z)(— a) o 
A = Se 
sin(a+æx)T a+x=0 0 


7 | l 
La vraie valeur sera fi ose 


A =; (eee sin 0 | 


æ(1— x) a?(i— æ) 


Alors 


ma 


sin (ae —1)9 _ (2@ —1)sin@ + æ(1—æx)(2æ—1) 


since *§ i «¢(1—2) 
sin? — 20 cos0- Le sin 30 I sin 56 | 
| = =< +... |, 
; æ(1— x) 1.20(2—æ)(1+x) 2.3(3—2)(2+2) 
- T T t 
. eS ae 
ere a 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome IX. — Octobre 1892. At 
== ; - 
j es f + “A 


| et Cs, ORs ni 
pie ee ee . 1 
à ‘ SINT aL i | ; 1 E > 2 ne À 
à _[  cosô eis cos38 lg, a 0856 ae 
Laqa=zÿ ra E—2)G+e) on ayaa) * 
EE 
202— > 


On rer cette fares ule Ga) de la formule (25) en faisant dans 
cette dernière 


PR mati. 


Des deco ponents (43). et (44) on tire les suivants, en supposant 


successivement 0 = - set i) 0. 


; 1—2 
reotræ= 7 — æ(1—æx)(2æ —1) 


æ(i1—x) 
Fes 1 1 1 1 tT 7 
Ager net "33 Gaeta) 54 Core) ae 
I I a) 
Ua | 1a Et +4) 
I i! ’ q 
~ 33 8—aH e+e) 3.4 G—2) 84a) 


Saag = a0—2)| 


10. Apprication II. — Prenons un dernier exemple, celui de 


a+ æ=O 71 9. 


La formule (25) donne 


CoT(a+ x) _æx(1—x)(2—x) sin°ræ 
TRES T(æ)T(—z) 1.2 T COS(2x% — 2)6 


k= 
; I a+x+2\ Cos(2 À — a — x — 2)0 
fre) ( k es | c= 
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Tk=2 


Diese) cos(2k —a—a—2)6 


(A ee el pe 
= k (k—2)(k—a—2) es sin à 
sin(a + x)r a+x=0 

= 7 (Same cos2 4 cos 20 2 ‘ 

EG: æ(2—x) æ(2— x)? onl 

EURE cé 20 sin20 + 1 cos20 = tos20 1 
Ms ie, a map Gay 
I cos 4 0 I cos60 : 
£ Tra eee) 51 4 Get | 


puis, par le changement de 0 en 2. 


cos(1— x)9 20 sin0 + cos@ 
coe (7) (EE) et œ)(2— 2) 
I 2 cos 0 I cos 20 I COS 3 0 
la m2) 1.2.3 an nent 
oe < *TSOS—T. 


Par intégration entre o et 0, cette formule devient 


sin(1— 2) 9 , 3 sin? — 20 cos0 
T————— = — 


sint x Ce! 2 Re 
sind I sin 26° 
+22(1—a'0—a)| So os es 1.2.3 (3—æx)(1+x) 
I sin 3 0 I sin 4 0 7 
~ 3.34 G—a)@+2) 3486-2610 | 
TSO5—T. 


De ces développements, on conclut 


RE 


+ æ(1—æ)(2 —x) ; 


RE 
ARS en amet 


ones | | i 


2 4: EN ” : 
I "a A 4 26 | 


HE ct Data) nas se Een mu i CIE ye 


‘a . 


TA . 12- 
"CES 6.7 (7 — —2z)6+2). 


. . É 
+ 


_(3+7)(1—- 2x) 


= APE 


= = 4e (s — LR + 
J 1 I I I pe SEN + SIENS aa ‘ 
na | ey 334 @—ax)G+a2) 4.5.6@8—a)@+a)  6.784—2)6 ++) 9 


11. Remarque I. — Ces quelques exemples suffisent pour montrer 
comment on peut développer, en série convergente, les fonctions 
T COS(2æ% — “OLE rsin(2æ — m)9 

SINT L SINT L 
on pourra développer en série convergente, et cela d'une infinité de 
T 


> m étant un nombre entier. Par suite, 


manières, les fonctions x cotræ, ——-, 
"> SINT .& 
* ys : cos 2e 
: | : : > 
: Remarque II. — Au moyen des formules (22) et (24), on arriverait 


a aux mémes résultats. Dans ces relations, il suffit de donner au para- 
mètre a successivement les valeurs entières : 0, 1, 2, 3, 4, .... 


4 | | CHAPITRE IIL. 


" SOMMATION DE SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. 


12. Avant de terminer cette étude, nous ferons voir comment la 
formule (23) peut servir à déterminer la somme d’une infinité de sé- 
ries trigonométriques. 


7a 
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Si nous posons a=a+if, e=a—i8, m=o, la relation ES 
prend la forme 


T(2@) pes (o? +82) 276 sinr(a-+iB)sinr(a— 8) ~ nee, 


T(a+i6)T(a—:iB) — 2aT Sin2aT Sin 216 0 


Si nous désignons par R le module de F(B), on sait que 


= EVE a SE Br)" 


Ce résultat est dû à M. Stieltjes ('). 

D'autre part, les propriétés de la fonction gamma subsistent dans le 
cas de la variable imaginaire. Au moyen de la formule (53), il sera 
donc possible de trouver la somme d’une infinité de séries trigonomé- 
triques, si «& satisfait à l’une des conditions 


c=, a=n+, 


n étant un nombre entier, nul ou positif. 


13. Appxication I : « =o. La formule (53) devient 


pat Cae 6 sin2d 1 sin40 ce 


(64) Tpren = =| mn [pti san tip 


Si0—T, 
5) 


Ra) ae Frs Er)? 


R représentant le module de (#6). C’est le résultat de M. Stieltjes. 
Done, par substitution de cette valeur de R dans la relation (54), 


eP) — e- ==: sin @ 1 sin20 1 sin30 


I Ree ce oe 
(55) (?) nl "eet | Tee a BT SB 


(1) Cours de M. Hermite, professé à la Faculté des Sciences de Paris. 3° édition, 


DAT 
(2) Traité élémentaire des séries, par M. Catalan, p. 114. 


PEER pr DE RIRE) sh asing 


sin 207 [Corey al ne FI o + LUS 
Alors : 


I 1+ 48? (ePT + ee 29 cosû 
TETE) oa > ee Te 


| - sin2a0 pre 


1+ 46? 


=. ' 


Mais | 
1 __efr+erft, 
EACH re las an? 
par suite 
e89 — e—B8 24cos0 4sin9 


Bre eich G+F> 


sin 5 0 eee sin70 
1.2 374+ 6? 9.3 524-6? 3.4 734 6? 


En (OES B=o0, 


(59) r0 +20 cos0—5 sin cane 


Si 0 = 7, 
2 


Prenons la dérivée de la formule (57) et faisons ensuite 0 = o 


7 ‘ à TES I es 7 I ne. I 1 
“si (28) A Gaile ab She ARES BH ao 
pe Cette série est assez remarquable. 


PER 
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CHAPITRE IV. 


15. Pour terminer ce travail, je crois devoir signaler une nouvelle 

forme de développement de B(a, a), laquelle me paraît digne d’atten- 
tion. 

Dans les formules (22) et (24), faisons m =o et 0 — 2) il viendra 


a (a+x)(a+2x)sin(a+zx)r sina © A== A : 

ae ae le AW ; 
“4 TNICES LE ; ove: 37) (7) (£+x)(k—a—x) 
= : asin(a@+ 22) 5 Sinan k=0 

: = | (a+æ)sin(a+æ)rcosa === > TN 

(60) B(a,æ)— (—1)4 Soe ee a 

- | ie k}] (kK+æ)(K—a—x) 

5 aCOS(a+ 22) 5 SMAT kao 
ee On peut écrire ainsi ces formules : 
7 (a+ æ)sin(e+æ)rsina Fi=e FRE 

ah Lagye eer ete ART 
BGs) = ain. an (cs =e 

# asin(a+2x) 5 SNA k=0 

4 _ (@+2)sin(a+a)n cosa = #=® . | : | 
2 ea Tacs 2 of) es i Spee) 

= acos(a + 2x) — sinan k=0 

: d’où l’on tire 
= K = © 

= a+ x (4a I 
CS DC) (x) ke’ 
ceo 4 k=0 

rs 4 k = © 

“a (a+ zx)sin(a+x)r OST ANRT (a tzx)G(z) 
aa eek) = asinnx aT t) k}) k—-a—a2 sinng 
4 j k=0 
4 en posant | Le 

f ; sin(a+æx)T , (4 fi 
É Dir) (x) racer 
24 , k=6 
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Le développement (61) ne diffère pas d de celui rie dons 
professeur M. Hermite, dans son Cours de la Sorbonne, 3° édition, 
p. 135. G(x) est une fonction holomorphe. Ainsi, la neo 4 
morphe B(a, x) est mise sous la forme d’un quotient de deux fonctions 
holomorphes. En outre, d'après la nature de la fonction B(a,x), les 

_zéros de 


So (s ee vs : 


doivent être nécessairement 1, 2, 3, 4, ..., puisque, pour ces valeurs 
de x, le dénominateur de la formule (62) s’annule. En conséquence, 
sous la condition que a soit une constante, dont la parts réelle est 
supérieure à — 1, on a l'identité 


\ k=0a 
(63) Se» (s) Les 


er A Bs Pig 


16. VÉRIFICATION : a = 3, c= 4. — Ona 


a(a—1)(a—2) 


| Ua=1)(a—2)(a—3)(a—~4)(a—5)(a—6) 


ee en he aor a 

| ou 

a eS I 

; à ee ae a = 

3 D a A0 D NE 

+ 17. Des relations (23) et (25), par une analyse semblable, on dé- k 
BS duira les formules 
Pe 2 6 I ax sinagt gon I 

à (64) B(a, æ) — _ r(a+x) DE ka’ 
: j k=a | 
\ ] | 
: 1 Os) ax SINT £ as a+ x 11 | 
d p>) B(a,a) © t(a+æ) 4 = ea an yey | 


a —— 


+ 
re AE 


£ 
A 
Lu Mos 


- 


À 
2 
Ys 
- 
i= 
| 
> a 


= 


4 SUR LES 


EQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES = 


> «à 
… 


4 


ae 
DU PREMIER ORDRE ET DU SECOND DEGRE, Si 
Par M. ELLIOT, ‘4 

PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE BESANÇON. : \ 
t : 5 * 
5° 


4. Soit l’équation 
(1) apt + 2bpq + eq? + adp +20q+f=o, 
où a, b, ..., fdésignent des fonctions quelconques des deux variables 
_indépendantes æ et v. 


Cette équation a la propriété de conserver la méme forme quand on 
fait un changement quelconque des variables indépendantes 


- = (x, 7), Y1=%(2, 7), 
et un changement de fonction 
bj OS LG 
t désignant une fonction quelconque de x et y. Nous ne considérerons 
dans tout ce qui suit que des changements de fonction de cette nature. 


E Par le changement de variables, l'équation (1) se transforme en 
a. (2) AP? + 2D Pigit gi +2dPi+2&qi+fi—0. 
4 Les nouveaux coefficients se déduisent des anciens par les formules 
ee ig a ee 
‘a (3) De gpa Tan) tt = Peay 5 
% Ann. del’ fic. Normale. 3° Série. Tome IX. — Novemare 1892. 42 


et ont pour mene 
cede ee 
re nee 
eet a 
a9 


27709 
d,=d7- EMA 


270$ 0, 0 
DE Fi de 


fi =f. 
Par le changement de fonction, l’équation (2) se transforme en 
yp? + 2D.Poqot C293 + 2d,po+ 20292 + fa 0. 


Les formules de transformation sont 


dt dt 
Pa=P2+ sa 0x,” di=gt > ay, 


en supposant que l’on fasse ce changement de fonction dans l’équa- 
tion (2), et que par suite z est une fonction quelconque de x, et y,. 
Les nouveaux coefficients ont les valeurs suivantes 


a,— a, b,= by, C2 — C1» 
ot Ot dt ot 
ds= Eve RSS se Cents re DZ + €, 


AU POP yr as LORS du 
PORN IAE dy: ‘dy: 


(4) 


+24 ye +oe 2 Ru 


Nous aurons à utiliser, pour la suite de ce travail, certaines fonctions 
des coefficients qui présentent le caractère d’invariants par rapport 
aux transformations que nous venons de considérer. Commençons par 
chercher ces invariants. 

2. Supposons d’ahord que, dans l'équation proposée, les termes du 
second degré en p et g forment un carré parfait, c’est-à-dire que 
b? — ac = 0. Les formules relatives au changement de variables 


a 
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~ donnent, en désignant par à le déterminant fonctionnel de la trans- 
formation, : | 
09 do 
0x oy 
oy dy 
ee 0x oy 


a, Cy — b? == o2(ac — b®?). 


D'ailleurs les coefficients a,, b,, c, ne sont point altérés par un chan- 
gement de fonction. II en résulte que les équations telles que (1), où 
les termes du second degré forment un carré parfait, constituent une 
classe distincte indépendante des changements de la fonction et des 


| variables. 


Nous obtiendrons une autre classe d'équations en exprimant que 
l'équation (1) se décompose en deux équations linéaires. Cela a lieu 
quand le déterminant 


a bd 
= ce 
CNE) à 


est identiquement nul. Pour vérifier que la condition est indépendante 
d’un changement de variables, nous remarquerons que, en vertu de ce 


qui précède, on a déjà 
dc; — b? = 0?(ac — 6?), 


On vérifiera de même que 


2b,d,e,— ae? — c,d? d(2bde — ae* — cd"); 


d’où l’on conclut 


R=): 


Relativement au changement de fonction, servons-nous des for- 
mules (4). On en tire 
2 by dye, — A,€? — Cod; 


a Ol? ot dt dl? dé ) 
= (B= cie) (a So +2 aD Jy TOG À 


2 
+ 2 bidie; — ae? — cdi. 


ona 


ELLIOT. | he v aie 
| ‘TELLIOTS FIRE NET ae ee 
| fant à A MU AS yey ye 
En ajoutant aux deux membres les expressions identiques Ex 


frlaaes— B1)=frlarey— 6), 


de? Ot ot _ 08 0 dt 


= Oey ue CAR 
DE (aes) (ag ab ay, * Stayt > de, De NL 


? Oe? dt ot de Ot . 2) 
+ (i— ae) (age? i da: Oot Oye ES + 2e; Oy; 


+ 2b,d,e,— a,e} — cdi, 


c’est-à-dire | 
à Pr a 


Nous avons ainsi une seconde classe d’équations indépendantes des 
changements des variables et de fonction, qui ont la propriété de se 
décomposer en deux équations linéaires. | 


3. Pour en obtenir une troisième, considérons les équations que 
l’on rencontre dans la recherche des lignes géodésiques des surfaces 
et qui n'ont pas de termes du premier degré en p et g. Cherchons, s’il 
est possible, à faire disparaitre ces deux termes du premier degré dans 
l'équation (1). Ce ne sera pas par un changement de variables; car les 
deux fonctions 9 et Ÿ devraient satisfaire aux deux équations 


ab oy 
ie ec 


Le déterminant à devrait donc être identiquement nul, et les deux 
fonctions 9 et Ÿ dépendant alors l’une de l’autre, les deux variables 
nouvelles ne seraient pas indépendantes. 

On reconnait aussi très aisément qu'on n’y arrive pas non plus en 
combinant un changement de variables avec un changement de fonction, 
à moins que le changement de fonction seul ne fasse disparaître les 
deux termes dont il s’agit. En supposant que l'on parte de l’équa- 


tion (1) et ques soit une fonction de x et y, on voit par les formules (4) 


re 


d’où l’on tire 


r? à 


= +2 EN NE | Sa? AS Te $ ts - 
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que lon doit pouvoir déterminer la seule fonction ¢ par les équations 


SAN ak 2 ot dt 
ca Ode jy ae ae 
QE Oi ae 
Vague on ae 


ae a Fe" ot __be—cd dt bd ce 
eke’. | 02. ac—b? dy ac—b 


Si l’on pose 


on devra donc avoir identiquement 
Sus Wc. 
Il est essentiel de faire voir que cette condition est indépendante d’un 


changement de variables et de la fonction. 
Posons, pour abréger, 
{ 
be — cd bd— ae 
=s se 


rs = —_ °. 
, ac—b? ac — b? 


Désignons par les mêmes lettres, affectées de l’indice 1, les quantités 
analogues relatives aux coefficients de l’équation transformée par un 


changement de variables. On vérifie aisément que l’on a 


+ 


dy Ox 0\ dx dy 
Calculons l’ex Pare gies oR Ce Pour calculer os ar exemple 
P Oy1 0% Ox, E Bits 


on prendra les dérivées successivement par rapport à æ et y, et on les 


multipliera respectivement par les dérivées partielles de æ et y par 


rapport à x,, données en renversant les formules (3), c’est-à-dire 


&: 


x à pdt 
yt ay ‘ 


OT ee Ci ay 


a re 
hed 


ni ca 7 a CE 


a 4 


L 


PE 


a 


ue 


PA 


NET 


æ, rb iy Apr : 
sum =e 


pee ay 
Oy dx or ee 


an ay | ay mY) (es 
0x oa Oxdy 0x! , 


079 Ce 1) eg 

” Ox nr). (» Ox 

ro +) — (r A ee 

dy dy |” dxdy dy? dx — 


On constate que dans le second membre les coefficients de 2 et de 


on : am Lg an ; RSR PAT 
~~ sont nuls, que ceux de ay. et — sont respectivement + o? et — 63; 


OY ; 
enfin que les coefficients de m et de n sont nuls. Par exemple, le 


: - . at : 
coefficient de m, en faisant abstraction des termes en qui se dé- 


truisent, est 


+) 06 (2 ab de 2, 


re 0x dy Ody 0x = ox dy? dy \dx dy dy Ox 


c’est-à-dire zéro. Ainsi donc le changement de variables nous donne 
dm _ On _1{/0m _ On 
Oy, Oa, Ô\dy ox)’ 


ou bien 
I 


HN. 


Relativement au changement de fonction, on a 


__ Die3— Cody 

: ot at ot | eS 

ant ay 9) ois, hg ee a 
aye, — BF Re aa 


ee dit 


SE — à 
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Donc 
9m, On Om, On, _ 


RO APE moy dr to 


Les équations auxquelles donne lieu la recherche des lignes géodé- 
siques forment donc encore une classe à part, indépendante du chan- 
gement de variables et de la fonction. 


Réduction de l'équation générale à une forme canonique. 


4. Laissant de côté toutes les classes particulières qui viennent 

d’être signalées, cherchons maintenant à simplifier l'équation géné- 

_rale. On peut profiter des deux fonctions arbitraires qui entrent dans 

le changement de variables pour faire disparaître deux termes. Propo- 

+ sons-nous de faire disparaître les coefficients des termes carrés par 

3 rapport aux dérivées partielles. Il faudra que les deux fonctions © et d 
satisfassent à l'équation unique 

ap? + 2bpq + cq = 0, 


à qui se décompose en deux équations linéaires et homogènes. Nous les 
| _désignerons par les grandes lettres correspondantes ® et W’, et nous 
EE remarquerons que ces solutions doivent appartenir à deux détermina- 
tions différentes du rapport £; car autrement ® et W seraient des 


fonctions d’une même fonction déterminée de x et y : elles seraient 
donc fonctions l’une de l’autre et ne pourraient être prises pour nou- 


4 velles variables indépendantes. Nous écartons donc le cas spécial où 
a b? — ac serait nul, et pour lequel la réduction actuelle ne serait pas 
possible. 


Supposons qu’on ait intégré les deux équations linéaires 


Cg (b= b*— ae) p = "0, 
cq + (b + Vb?— ac) p=o. 


4 On prendra pour ® une solution de la première, pour W une solution 
4 de la seconde, et l’équation (1) se trouvera ramenée, par le change- 


3 ment de variables 
4 x= (2, y), Var), 


à la forme 


(5) -B,P,Q.-+ 2D,P,+2E,Q,+Fi=0.. 


. ‘ oe f 
Le changement de variables comporte, comme on le voit, deux fonc- 


tions arbitraires. Il est clair que si, ayant ramené l’é équation à la forme 
réduite (5), on effectue un nouveau changement de variables défini 


par les formules 
= $ CAN ES CUS 


l'équation conservera sa ete et la même chose aura lieu, quel que 


soit le nombre des termes qu’on a fait disparaître. Toutes les équations 
réduites qui ne différeraient entre elles que par une transformation 
particulière, comme la précédente, ne doivent pas être considérées 
comme distinctes. 

Supposons que les intégrales des deux équations 


soient 
® (2, y)— const., 


W (a2, y)=const.; 
nous pourrons prendre le changement de variables 
X= (2, y), Y=W (qa, y). 


Si, au lieu de ces valeurs, nous prenions, comme cela est permis, 
pour X et Y des fonctions arbitraires de ® et de W, cela reviendrait 
au changement de variables spécial dont il vient d’étre question. 


>. Effectuons maintenant, dans l’équation (5), le changement de 


ippetion 
3=2+T, 


d’où l’on ue en n désignant par P et Q les dérivées partielles quand 
les variables Erienendanter sont X, Y et Z, la fonction 


oT 4 oT 
P=P+oy == O+5>> 


A 
1: 


a ~ 
È 
à 
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déterminons T de façon que le cocon de Q, dans l'équation nou- | i 
_velle, soit aul, ce qui donne i 4. 


; av _ me 
rd i : OX a B, f 
L’équation transformée est 


0 


| MetN ayant les valeurs | A: 


STIS D) 
MA Over BY? à 
| Nee ole nal IE ot ee Fr 


| * HORS DROYe | Blok Bd a8, 


— pee ie Coe Re 
En remplaçant le coefficient N prend une valeur bien déterminée 


_ 2E,D,—B, F, 

de Tito F 2 
Le coefficient M n’est, au contraire, déterminé qu’à une fonction près 
de la nouvelle variable Y, puisque la fonction T peut être augmentée 
arbitrairement d’une telle fonction. 


Invariabilité de la réduction. 


6. Supposons que, au lieu d’ effectuer les réductions précédentes sur 
l'équation (1), on ait d’abord soumis celle-ci à un changement quel- 
conque de variables et de fonction 


‘ 


(6) æ'—p(x, y),  y'=Y(x, y), B= s+. 

On opère alors sur l’équation transformée 
a'p?+2b'p'q'+...+f'=o. f 
Nous avons vu que la recherche des variables canoniques revient à 


l'intégration de l’équation . 


se GD HOP TETE 0: 


Celle des variables canoniques de la seconde équation revient à l'inté- 
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gration de l'équation 
: a HIS 2b!p' pt go, 


qu’on peut regarder comme transformée de la première par la substi- fo. 


tution — 


(7) a'=9(2,y), AON 


« » 


Si donc on désigne par 


X=0(7, LA Kio eee), 
Y=W(z,7), Y=W(z, 71) 


les variables canoniques dans les deux cas, la fonction ®’(a’, y’) pourra 
être considérée comme provenant de ®(a, y), et la fonction W’(x’, y’) 
comme provenant de W(x, y) par la substitution (7), en faisant abstrac- 
tion des transformations spéciales qu’on est toujours libre d'effectuer — 
à un moment quelconque de la réduction. 


Soient 
ab 0® op où 
dx dy pies Ox’ oy’ 
ovr ov)’ “| ow ah’ 


! 


de dy a 0 


Le coefficient N, dane la premiere réduction, peut s’écrire, en multi- 
pliant par B, les deux termes de la fraction 


2BE D; —BiF, 


‘= 2By 


C’est la valeur que prend le rapport des invariants 


J, 
3? 
| | | 2(Bi—AC) 


quand on suppose A, = o, C,=o. Si l’on cherche l'expression de ce 
rapport en fonction des variables x et y, on trouvera 


J 
CARNET 
2A (b?-— ac)? 


en se rappelant que J, = A?J et B} — A,C, = A?(6? — ac). 
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De même, l’expression de N’ en fonction de x’ et y’ est 
J’ 
2A! (b2— a'c!)? 


‘ 9 . . . . 
On l’obtiendra en fonction des variables æ et y, en remarquant que, si 


l’on désigne par à le déterminant fonctionnel de la substitution (7), 
ona 
Ji 6? J; 6? — ac’ = (bac). 


On trouve ainsi l’expression 
4 J 
3? 
2 


20A'( b? — ac) 


2 c'est-à-dire la même que pour N en vertu de A= A'à. 

74 On a maintenant l’expréssion de N en X et Y, en remettant partout 
- ces déux variables à la place de D(x, y) et de W(x, y). Relativement 
à la fonction N’, on pourra d’abord passer des variables x et y à a’ et 
y, en remplaçant ® et W par ®’ et W”, puis on aura à mettre partout X’ 
et Y'au lieu de ces dernières fonctions. Done, enfin, les deux coeffi- 
É - cients N et N’ sont composés de la même façon, l’un en X et Y, l’autre 
gy en X’ et Y’. | 
Pour ce qui est relatif aux coefficients M et M’, rappelons qu’ils ne 
& sont pas completement déterminés et qu’on peut ajouter au premier 
une fonction quelconque de Y, et de méme au second une fonction 
quelconque de Y’. Pour montrer qu’à cela près ils sont composés de 
… : la même facon, l’un en X,Y, l’autre en X’, Y’, il suffit de faire voir que 
la dérivée de M par rapport à X et la dérivée de M’ par rapport à X’ sont 

composées de la même façon, et, d’après le raisonnement qui vient 
d’être fait, il suffit d'établir que ces deux dérivées, exprimées au moyen 

des variables x et y, sont identiques. Or on a 
4 D, E, D, 

Css 0M ONE (5) (rt) a(n) 


Des OX OY OX © oY OX 


On reconnaît, dans le second membre, l’invariant H, changé de 
signe, quand on y suppose A,=0, C, — 0. Donc ce second membre 


À à . OM’ 
exprimé en æ et y sera — x: De meme, l’expression de 7» au moyen 


es el 17 az E L 01 ‘z= 
ls W ”* i ae. ws re 
“des variables a et sa est — a TRE te 


LA = 


oo a 
OX! ol ae 
Les formules qui viennent d’étre établies 


seme MoH 
Re GC des ue ay TAC 
2A(b?— ac)? a. : 
permettent de calculer effectivement les deux coefficients de l'équation Le = 
canonique, au moyen des variables primitives æ et y. Il suffira d'y. 
remplacer ensuite ces variables en fonction des variables canoniques, | 
en intégrant l'équation 
ap? + 2bpq + cg = 0. 
Le calcul fait de cette façon présente cependant une difficulté rela- 
| | 3 
tive au signe que l’on doit prendre pour (b?— ac)’ dans le calcul 
de N. Cette indétermination tient & ce que la méthode ne contient 
pas de traces du choix des deux racines de l’équation du second 
degré qu’on a résolue pour obtenir les variables canoniques X et Y. 
Reprenons les formules 


X = 0(277), Ts Via yy, 
où nous avons déjà supposé (n° 4) que 
0% ow 


LR pa RAEI PU pend al 2 


iOS airs ee ae ae ¢ 
dee Ox 


On aura immédiatement 


2 0% CAR 


Biz =(ac— b*) — +3 
aC d= (a+ etna) CL 
+ c Ox 
ay = (are ex) OW 
Ve Cc Ox 
FR | Fe. 


Lt, 
ae 
ET 


le 
Pen A. 


cs : = | 
re sms EQUATIONS | AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE, ETC. 341 
PES RE RE 2E,D,—B,F data: 
| L'expression de Nr 2B? —— Sera donnée sans ambiguité par 
> . FR te < at ij 
Ne ee ee 
: : 4 (ac — diag ow 


Mont: il est aisé ae constater l'identité avec la valeur écrite précé- 
demment, au signe près. 


- Cette formule serait en défaut et se présenterait sous la forme . sic 


était nul, puisqu’alors une des fonctions 2%, 9% serait nulle. On peut 


| dx, Ox 
évidemment la remplacer par celle-ci 
in 7. N= aes 
0 OW’ 
| A PPS Oy 
puisque l’on a : 
aD 9 
dy dy _a 
0d OF  c 
Og Oz 


Si cette dernière se trouvait également en défaut, c'est que a et c 
seraient nuls tous les deux; mais alors il n’y aurait plus de change- 
ment de variables à effectuer. 


Réduction dans le cas des équations géodésiques. 


7. Ce mode de réduction est parfaitement applicable quand l’équa- 
tion appartient à la catégorie des équations géodésiques. On en sera 
averti par le calcul de l’invariant H, qui doit être identiquement nul. 
On fera disparaître, comme dans le cas général, les termes en P° et Q? 
par un changement de variables, et l'équation sera 


2B,P,0Q, + 2D,P,+ 2E,Q,+ eStore 
On fera ensuite le changement de fonction 
> LT, 


qui permettra ici de faire disparaître les deux termes du premier degré. 


. + 


| A Eos 
La fonction T eet fers connue à une Eu ee 


ses deux dérivées doivent satisfaire à 


oT 
Boeken Bi oy: +D,=0, 


et ’équation canonique sera 


PQ — ne. 


On trouve, dans le second membre, l'expression que nous avons déjà 
écrite, au moyen du rapport de deux invariants. La transformation est 
donc parfaitement déterminée, sauf toujours à effectuer une transfor- 


mation telle que 


X'=S(X), Y= G(Y). 


Remarque. — Toute équation de la forme (1) qui est à coefficients | 


constants, ou qui provient d’une telle équation par un changement 
quelconque des variables et de la fonction, appartient nécessairement 
à la catégorie des équations géodésiques, l’invariant H étant identi- 


quement nul. Le changement de variables est alors évidemment 


linéaire, et le déterminant fonctionnel A se réduit à une constante. 
Les invariants J et b? — ac sont eux-mêmes des constantes. Il en ré- 
sulte que la forme canonique de telles équations sera PQ = const. 


Recherche de certains cas d'intégrabilité. 


8. Étant donnée une fonction s de æ et y définie par une MUR 
telle que 


(8) E( zy; 5; G) = 4, 


qui contient une constante C, si l’on forme les équations qui four- 
nissent les valeurs des dérivées premières, on aura un système de 
trois équations entre lesquelles on pourra éliminer 3 et C. 

Il est clair que le résultat de l'élimination n’est pas altéré si l’on 
remplace s par s + C,, en désignant par C, une nouvelle constante. 
L'équation F(a, y, s + C,,C) =o définira donc une intégrale complète 
de l'équation aux dérivées partielles obtenue par PU 


e 


CLASS 
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Quel que soit le degré de l'équation obtenue, il est évident que ce 
degré ne sera pas altéré par un changement de variable quelconque et 
un changement de fonction tel que 3 = z, + ?, que nous avons employé 
jusqu’à présent. Nous allons indiquer quelques équations telles que 
(8) qui donnent naissance à des équations aux dérivées partielles du 
second degré, et pour lesquelles on connaîtra par conséquent une 
intégrale complète. Nous pourrons d’ailleurs faire un changement de 
fonction et de variables dans la relation (8) pour la simplifier. Nous 
savons que cette opération préalable n’aura aucune influence sur les 
coefficients de l’équation canonique correspondante. 

Considérons, par exemple, la relation 


= w(u+ C)"(e+ C), 


où m etn sont deux nombres constants, et u, 9, æ trois fonctions quel- 
conques de æ et y. On peut, par un changement de fonction, ramener 
la fonction w à être l’unité; on pourra ensuite prendre les deux autres 
fonctions que nous supposons distinctes comme variables indépen- 
dantes. Notre relation prendra la forme 


e=(æ+C)"(y +o). 
Prenant les dérivées partielles et remplaçant e*, on aura 
p(x+C)=m,  gqg(y+C)=n. 
L’élimination de C'donne l’équation 
(&æ—y)pq + np — mg =o. 


Nous verrons plus loin qu’elle est un cas particulier d'équations ad- 
mettant une intégrale du premier degré en p et g. (Ici l'intégrale 
p + g = const. est évidente sur les équations des caractéristiques.) 

Si l’on veut ramener l'équation à la forme canonique, on voit qu'il 
n’y a pas de changement de variables à opérer. On peut prendre X =x, 
Y = y et l’on aura par un changement de fonction la forme canonique 


—— /L Mn 


PU, Oe Pig D. ir rai ar aes = 
ee we ON TS Dar rhe fo esr Fu 
+ À è ve od 
é —. "4 


ise : We | tase oe aes fe A rs pe. 
On la ramènera par un changement de variab. et de fonetior 
À | = eat ‘ aa eh! 


ei = x + Cy +0, : 
qui donne lieu à l'équation aux dérivées partielles 


EP? JPA I = Pan 


Oil 00: Ur 
4 Pha’ — ac—b y*—he 


L'invariant H est nul; on a donc des équations appartenant a à la caté- 
gorie des géodésiques. En intégrant la différentielle 


on voit que l’on fait disparaitre les termes du premier degré par le 
changement de fonction s 


3—=1L+;lo8(y —4x). 
Pour effectuer le changement de variables, on intègre l'équation 


æp°+ ypq + 9?=0, 


EVE. 


2 


qui donne 


L'intégrale générale des deux équations 


dx dy 


ytVyp—te? 


s'obtient sans difficulté sous la forme 


y EVY — 4x = const. 


a: | Nous ferons donc le changement de variables 


“hi X=y—-Vr—4x, Y=y+Vr— 4x, 
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d'où 


=1(X+Y), 2—IXY. 


L’équation canonique est 


; I 
s MOTS os 
Elle admet l'intégrale complète 


ait OO + Oy 
: 2(X — Y) 


La surface répondant à cette équation aux dérivées partielles est, 


comme on sait, un cas particulier de celles qui sont applicables sur une 
surface de révolution. 


10. Prenons encore l'équation 


CN CP; 


qui donne naissance à une équation aux dérivées partielles du second 
degré. On peut, par un changement de variables et we fonction, la 


ramener a 
es—x+Cry, 


qui donne lieu à l’équation aux dérivées partielles 

a apg t+ yqt—p =o. 
Elle admet SHARE — const. Mais proposons-nous de la ramener 
à la forme canonique. L’équation xpg + yq° = o se décompose en 
70; PPS, 


dont les intégrales sont #(x) et y(2) - On peut prendre, pour définir 
le changement de variables, 


d’où 
z=X, y=XY. 
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<~ 
= 


L’équation canonique est donc 


PQ=Plogx — ¥. 


X 
Elle admet l'intégrale complète 


Z=C,—Y¥ + YlogX +5 log(X + CXY). 


11. Considérons encore la relation 
w(s—u)(s— 7) const., 


oll u, 9, W soit trois fonctions quelconques de x et y, et m un nombre 
Le ana bn 
L’équation aux dérivées partielles correspondante est 


d(u—#) O(u--v) du dv du de 
RP dy ad. Ox 
pow qoaw 
0x dy a Ox 
Piste via AUS es ) 5. 0 du dv du de 
dy Ox æ à Oy Ox 


+m p ow I du 2) 


= p— 4, 


C'est une équation du second degré, dans laquelle les termes en p? et 
q* disparaissent si l’on a à la fois 


Ow (2 +1 0(u—¢) I a) 
lens romans = =o 


dy \u—»# dy w Oy 
Ow (= tei 


02 \U —¢ dc 


c'est-à-dire AS 
- im w(u—yv)™*!= const., = 


à moins que æ ne dépende que de x ou de y, auquel cas le produit 
précédent, au lieu d’étre constant, doit étre simplement une fonction 
de l’autre variable. | 

Si l’on veut ramener l’équation à la forme canonique, on pourra 
d’abord faire le changement de fonction s = Z +u, puis prendre les 


deux fonctions qui figurent encore dans l'équation comme variables 
nouvelles. Il suffira donc de considérer l’équation 


VE Const: 
L’équation aux dérivées partielles correspondante est 
xp? —(m+1)ypq—xp+myq=o. 


L'intégration de | 
xp? —(m--1) ypg =o 


donne le changement de variables 


NC =y, Ye RD RS, 


m+i1 Y 
vez Xx, = x: 


Dm, A——(m+i)x"y, 


d’où l’on tire 


on aura, en outre, 


N £ — all = me HEC" A me aah XG a 
= —— I = = 1 
os haa by 0 oW (m +1)* (m +1)* 
SOR is 
be—cd _,, bd sere ag IN 1) 
Gees pe ac— b> (m+i)y 
m m+2 
H m—t ee MI vy mci y mat 
CENT CE DEV (m +1) ? 
m capes | 
a Le Su ~m+1 X m+4 
~ (m-+1)? 


L’équation canonique est donc 


1. m —1 P m I 
PO = (m+ 1)? PEUX Ym i <(m= iP me yt Xm+3 


dr 
Æ 


A. 


DRE 
os ve we 


* - , Ce ‘ ps * | 
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: Si l’on fait enfin le changement de variables 
ta rm 2 


m a MI = - 
Tres Lo : X "+1 fe ee ee 7 + VE > ae 
x 2(1— m?) : 2(m+i) : : 4 ; 


on pourra donner à I’équation canonique la forme plus simple 


- | BAYS pss +1, 
| FUNT 


ou, en introduisant les variables X’, Y’, 


RENE | 
Po V+ P'+ [. 
Vm x 
L’invariant H s’annule pour m= 1. Les équations appartenant à la 


catégorie des équations géodésiques que l’on obtient ainsi se ramènent 
| d’ailleurs à l’équation PQ = const. 


12. Prenons enfin l’équation 
(z—u)*(z—v)# (3 —w)¥ = const. 


u,v, w étant trois fonctions de æ et y, et «, 8, y trois constantes don- 

| nées. Cette équation donne lieu à une équation aux dérivées partielles 

a du second degré, que l’on peut obtenir rapidement de la facon sui- 
vante. En prenant les dérivées partielles par rapport à vet y,onob-  ~ 

tient ~ À 


À entre lesquelles il faut éliminer s. Désignons par A, B, C les quantités 


| I 
> 


D LR e —— D ff 


proportionnelles à » que l’on tire de ces deux équa- | 


tions. On aura 


‘ Ô (v — Vv) 0 (e — w) de Ow de Ow 
| | A=By | pt ng I ; 
[? dy 1 de" dx dy dy a } 


43 les valeurs de B et C se déduisant de celle de A par permutation. 
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En désignant par p une quantité auxiliaire, on aura 
A(z—u)=B(s—v)=C(s—w) =p, 


qui donnent, par l’élimination de = et ¢, l'équation cherchée 


I 

i [14 I 

[ 

B Vv ESO 
I 

C w I 


En développant le déterminant, on écrira l’équation sous cette forme 


a(°—w) + 
(it > d(v— 9) dfe—w) de dw dv aw 7. 
À ot 


dy 0x Ov Oy dy Ow 


le signe > indiquant qu’il faut écrire, a la suite du terme écrit, deux 


autres qui s’en déduisent par permutation des lettres &,v,æ et x, 8,y. 

On voit bien que l’équation est du second degré. Si l’on veut ob- 
tenir l’équation canonique correspondante, on fera un changement de 
fonction et de variables qui permettra de supposer 


U — O0, v=, vy. 


Nous poserons aussi, ce qui est évidemment permis, 


UE mn, Vtt 
L’équation générale se réduit à 
næp+[(n+i)æ—(m+i)y]lpg —myg—nxp + myq =. 
Pour faire le changement de variables, il faut intégrer l'équation 
næp°+{[(n+1)æ—(m+i)y]pg—myq =o. 


Cette équation s'intègre d’une façon particulièrement simple dans le 
cas où a + B +y — 0, ou, si l’on veut, dans le cas de n= —(m+1). 
Elle se décompose alors dans les deux équations linéaires 


æp +ÿg—=0, (m +1)p + mg—=o. 


betel call pe 
7 ai 
TA 2 Liv Di ae D ria 7 


‘ELLIOT. ie 


On peut prendre alors, pour le nt et 


== me —(m+1)y. 
On a maintenant 
J=im(m+1)ay(re4—y), 
b—ac—=i[mr—(m+1)7}, 
REP FU m(m+i)æy(xz—7) 


ov ov ~ ET (m +i) y — max 


N= Ma — 
A } 
cie Ox Ox 


et, en passant aux variables canoniques X, Y, 
m(m+1)XY(1—X) 


Ne [(m—+1)X—m]? : 
On a ensuite 
be—cd _ m(m+2)xry—m(m+1)y? bd—ae _ (a1) ay — mn ae Li 
Bac [mx —(m+1)y¥]? : bP— ac [mx—(m+i)y} 


Cm 1),y—m(m+o)æ 


Shs [ ma — (m +1) y]? 
OMR PES a[(m—1)y—m(m+2)x] _ (m?—1)X—m(m+ a). 
Poa A Ty [mx —(m+1)y]> ~~ [m—(m+1)X}8 
Mee m (2m -+1) +2 (t—m?)X 


2 (me +1) [(m +1) X — 7m]? 
L’équation canonique est done 


m(2m-+1)+2(1—m?)X m(m+i)XY(1—X) 


On) TOR SR [(m +1) X — m7} 


Le coefficient de P ne dépend que de la variable X; le terme indé- 
pendant est le produit d’une fonction de X par la variable Y. On peut 
ici faire un changement de la variable X, tel que ce dernier terme se 
réduise à + Y. Mais le coefficient de P prend alors une valeur com- 
pliquée qui dépend des racines d’une équation du quatrième degré. 
Le calcul se simplifie beaucoup si l’on suppose que deux des trois ex- 
posants «, 8, y, dont la somme est nulle, sont égaux entre ER Cela 
revient, aver les notations adoptées, aux hypothèses 37 = — + ou bien 
m—=— 2. L’équation canonique prend alors une forme tres simple qui 
est ty même dans ces deux cas. Par exemple, pour m = — 4, si l’on. 


fait le changement de variables 
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a ; (a PAS 
Re or 


on obtiendra l'équation canonique 
PO == VX! Py", ‘ 
13. Si, dans l'intégrale 
‘ &(3— xy" (2 — y)" Ne 
on effectuc le changement de variables obtenu précédemment 
“ X=2, Y=me«—(m+1)y, 


on aura la relation 


a t Y m J XY Ne 
ITA ENT AMIE rm Ur Laix Pots 


qui donnera lieu à une équation où les termes carrés, par rapport aux 
dérivées partielles, auront des coefficients nuls. Il en sera encore de 
même, comme nous l’avons vu, si l’on prend pour définir le change- 
ment les formules 


(11) | ~=9(X), me—(m+1)y=4(Y), 


contenant deux fonctions arbitraires © et L. | 

Cette remarque permet d'intégrer un système d'équations simulta- 
nées aux dérivées partielles qu’on obtient de la façon suivante. Repor- 
tons-nous à l’équation (10), et exprimons que dans cette équation les 
termes en p° et en g? ont des coefficients nuls. On aura, en posant 


p — #w = À, w—u=p, ipa Sav, 


le systeme | | 
ne RAR a) Les 
Op. Ov 


Oh - ——- 
ox ox . ox 
(2) Pre 
Ai ae (7 + 1) a 
OY to OY oY 
eros : COR YE IESO. 


- 


Fe 4, ve os 
. me” es nm ae L Ve 
it ee oot È LL L pie. 


Or on tire des formules (11) 


v(Y) a 9 (X) HCY) 7 
TE mme GCN) Seen m—(m+1)0(X) 


Le système de valeurs 0, x, y sera remplacé, après le changement de 2 
variables, par 
Se py Bee So 
DO TC TT St eh ee 


On aura, avec deux fonctions arbitraires, les valeurs des fonctions À, 
u,v, qui satisfont au système (12) en prenant les différences de ces 
quantités, 


ON TR CO)” de CONC) 2 ENST 
~ m— (m+1)9(X)’ es m—(m+1)9(X)’ ~ m—(m+1)9(X) 


résultat qu’il est facile de vérifier directement. 


14. Il est clair qu’on pourra de même intégrer le système plus gé- 


néral 
À [2 v 
a On + À On a ( o = 0, 
ox ox ox 
Dae y 
oY oY oY 
À + je = 0, 

- où l’on ne suppose plus que la somme « + $ + y est nulle, si l’on sait 
trouver le changement de variables qui fait disparaître les carrés des 
x dérivées partielles dans l’équation trouvée plus haut . 
Fa i“ ; 

; nop?+[(n+1)e—(m+1)y|pg—myg—nap+mygao. 

- 

À ; : : : 

Fi | Les résultats sont alors moins simples; mais le problème peut se ré- 

x soudre par des quadratures. On a, en effet, à intégrer l’équation li- 
| néaire 


F 
¢ anap—|(m+1))—(n+1)@+y (m+)? y+ (2mn—I2mM—I2n—2)ay+(n Fra] —0, 
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059 


¢ 3 3 We a : 
Gr dE (2mn—2m—2n—2)* + (n +1) 


27 


En posant, d’après la méthode ordinaire, 


ae 


| 


on arrive à l’équation 


dx (m+1)?—2(mn—m—n—1)64+(m+1)(n+1) 
x ANTENNES 2m +n-+1)[mn—m—n—1—(m-+1)6] 


b) 


(m +1} + 2(mn—m—n—1)t +(n+1)?=[(m+1)t+ 6), 


db, 


ou encore 
nr: men n(m+1) 
Ax - M+n+I Men et mens 
Petes 1 625m a ma m—n—i—(m +10" 


dont lintégrale est 


aæm+n+i (6 — n—1)##1(0 + 2M+n+HI)"+R 
[(m+1)0— mn+m+n+i]" 


= Const. 


En ean Q par sa valeur en 7, et faisant pour abréger 


Ray/(m eG ann man 0 + (m4, 


_ le changement de variables est défini par les deux équations 


y n+1 y m+n 
amor R— (m+) Ë ni] [R—(m+)% +am+n+e| 


LG +R (m+ D mer + meni] 


ee f nF : m+n 
gens] R—(m +0 À ni] E |-R-m+n? +aman-+i| 


|= (mb (m8 = mn + mn +1 | 


Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome IX. — NovemeRe 1892. 4d 


--X, 


= Y. 


défini en nr dex Y par une Hs qui est M sim etn 
sont commensurables. On achèvera de déterminer les anciennes va 
riables en fonction des nouvelles au moyen de l’une des équations 
précédentes, ou mieux avec l'équation obtenue en les multipliant 
entre elles, ce qui donne 


< mm n+i m+n 
4(m es) Tr) ee DE — g2(n+n+1) (2 ) ¢ =D sy" 


Un cas particulier simple est celui où la somme de deux des trois 


‘exposants 1, m, nest nulle. Une des trois parenthèses se réduit à une 


constante dans les expressions de X et Y. Bornons-nous à l'hypothèse 
m=—1,n=1. l'intégrale z définie par 


a(s—y) 


PA UE LA 


— CONSE. 


satisfait alors & une équation du second degré en z. On a dans ce cas 


Raay/i 
TL 


et si l’on change les variables X, Y en 4X*, 4Y*, on trouvera pour le 
changement ae variables 
yHXY,  2=}(K+Y) 


La relation 
s[s—}¢(X+ Y)?]-'(s — XY)= const. 


donnera done naissance à une équation aux dérivées partielles, où les 
termes carrés auront des coefficients nuls. Par suite, en désignant par 
¢ et Ÿ deux fonctions arbitraires, les valeurs 


le COOP RON) GUY), w= e(X) WY), v=— He (X)+ (YF, 
ou, ce qui revient au même, 


A=Tp(X)— YO, w= 4o(X) PCT), v=—[o(X) + 4(Y)F 
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- seront les solutions du système d'équations simultanées 


{ Le [2 > y 


15. Si dans l’équation (ro) on suppose que 4, ¢, w sont des fonctions 
linéaires 


U— AT + AY + as, , 
v= biz + boy + b:, 
PCT CE Ca Ya Co, 


on obtient l’équation 


, bi — 1 OF TT pia} 
(33) ye C1)Z +(b,—c¢.) y + b3—c;] 


== 0. 
(O2 — C2) p —(bi— 1) 4 + Dico — bye, 


On voit que tous les coefficients de l’équation rendue entière par rap- 
port à pet g sont des fonctions linéaires de x et y. On peut remplacer 
l’équation (13) par une autre qui permet de reconnaitre plus facile- 
ment les équations dont une intégrale complète est de la forme 


= _(s— u)*(z — 9)B(s — w)¥ = const. 


La forme de l’équation (13) montre que ces équations pourront être 
ae représentées par 


<< eh) a (Ayo + hey +3) oa Pie 2 Heyer Bs) Ore + YY Ys) 
“ee ae À2P — Mg +Pi Pape Page pe Ve P —— Vd + Ps 


4 où les exposants @, 8, y ou plutôt leurs rapports sont mis en évidence. 
‘a Mais les constantes A, u, v, p doivent satisfaire à certaines conditions 
oe que nous allons chercher, en identifiant cette dernière équation 


à 


avec (13). On aura 


PRES 


EVENE AS 


mu 


AUD 
"ct à 


DORE 
bic &—a=h, be —=h 


. : En PNR A 
Ci — A= Pay Ca Garcia Co As Her, 


a,— div, a, — Va Vas a;— b3= 5, 


DiCa — Dci = fy 
Cy Ay — Ca Qi — Pas 
a, b, — az by= Ps. 


Il faut trouver les conditions que doivent remplir À, &, ... pour . 
que ces douze équations soient satisfaites par des valeurs convenables 
des neuf quantités a, b, c. | 

Le premier groupe de conditions montre que l’on doit avoir 


At Pig ie os 
(15) ho + Pot VO, 
' A3-+ Ua + v3 = 0. 


On vérifie immédiatement que, en vertu de ces relations, les trois ex- 


pressions 
HiV2— Ville, Vi À — Ay Vey Ay > — ads 


sont identiques; nous désignerons par D leur valeur commune. 
Tirons des premières équations 


b,=a,—%, by = a — Vo, 
Cy= + By C2— Ag+ pa, 


et substituons dans les trois dernières. On aura 


BiVe— Vy Bea + Ay (Ba + Va) — Aa (Py + 1) = Or, 
pi \— @ Bet Ag Wy = Po, > 
— GiVa 1 GaVs = Ps 


et en ajoutant ces trois équations 
: ; (16) | Pit Pa + pa = D. 


Les conditions (15) et (16) sont d’ailleurs suffisantes, comme on le 
: voit en calculant a, b, c. On trouvera sans difficulté, en tenant compte 


PR 


v = 
EN 
4 


y 


hi 


pr 5 ass he a 7) A 
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des équations de condition 


a = sete) Ke ig P2va— Pats | 
| he sa 
be ed n= DAS 


7 SEEN — DES 
Quant à a,, b,, c,, on voit que a, peut être pris arbitrairement; on peut 
par exemple le supposer nul, et déterminer b, et c, par les relations 
Ds — v,, C;= 5. Cette indétermination tient à ce qu’il est indiffé- 


rent dans la question de remplacer 3 par z + const. 


Équations admettant une intégrale du premier degré. 


16. Écrivons maintenant l'équation canonique avec de petites lettres 
PI = ap + b, 
et cherchons à déterminer les fonctions a et b de façon que cette équa- 
tion admette l’intégrale du premier degré 
xp + Pg + 7yconst., 


a, 8, y étant des fonctions de x et y. Si l’on suppose que l’on fasse 
passer tous les termes de l’équation donnée dans le premier membre, 
et si l’on désigne par f et 9 les deux premiers membres des équations 
précédentes, on sait que l’on doit avoir, pour toutes les valeurs qui 
satisfont à la première équation, 


of 096" 0 np 07, dep of 89. 


ET aye! = 0; 


Op dx Odxop 040 ody oq — 


ce qui donne ici 
ga (pride to) + 4(P 55+ ae) 
+0 PG +109 * CCE 


ne 
Si l’on remplace dans cette magn g par la valeur a + a l’équa- 


et aly 


tion TAC devra être a4 Er ena, y,p- Or le terme 2en 


: 
g° donne un terme en = qui ne peut se réduire avec aucun autre; ¢ ey 


¥ 


aura done a= =o. On aura de même os = 0, en égalant à zéro le Con 


cient du terme en p?. En opérant un changement de variables tel que. 
a=F(a),  =G(» 


on peut supposer que les fonctions « et 8, si aucune d'elles n’est nulle, 
ont été ramenées à être l'unité. La condition précédente se réduit à 


b dy _ 0b ob Bae 
pox dy dx * dy 


ce qui donne 
7=Y, b=f(y—), a=o(y—zr)—Y 


Y étant une fonction de y. Nous avons vu déjà qu’un changement de 
fonction permet de faire abstraction de la fonction Y dans a. D'ailleurs, 


_ sion la conserve, l’équation devra admettre l’intégrale 


> p+g+Y= const. 
Remplaçant g par sa valeur dans l'équation proposée, on a 
P+le(y—2)—Clp+f(y—z)=0, : 


et l’on obtient ainsi 
de =; (+4) +497 —æ)(dy—dx)&V(o — C)?— Gf (dy — dx) —Y dy. 


Le second membre est visiblement une différentielle exacte, et l’on 
aura ainsi une intégrale complète. 
Parmi les changements de variables qu'on peut faire subir à l’équa- 
tion © 
PI— 9(y— @)p—fly — 2%) =0, 


cm tt then 


Cuir 
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on peut. remarquer le suivant : a= =e", y =e’, qui transforme l’équa- 


SA 7 ) 


tion en celle-ci 
I 2/1 ! 
p'a— 5 lue) sit (log 2, ) =o, 
que l’on peut aussi écrire 
: ï 1 ! 
die ,0(%) p | zak (2) =o. 


Si Pon suppose 6 =o, on verra que « est une fonction de a que nous 


pouvons regarder comme étant réduite à l’unité. On trouvera alors 


1 D=X;, AS 2 Y", 


on ou dans a une fonction de y additive. On saura One trouver 
une intégrale du premier degré pour l’équation 


pq =2f{y)p + ®(ÿ). 


L'hypothèse « = o donne y = Y, 6 = X,a=X, — Y, et, comme on 
peut négliger la fonction Y dans a, l’équation ne contient plus y et 
admet l’intégrale évidente g = const. 


Recherche de quelques intégrales du second degré. 


17. Considérons une intégrale de la forme 
ap?+ Bq°+ yp + 0g—+e—=const., 


a, GB, ...,e étant des fonctions de x et y. Il est inutile de mettre un 
terme en pq; car, en se servant de l'équation proposée, ce terme ne 
ferait que modifier ceux du premier degré. La condition déjà employée 


donne ici 


08 dd de NO ob 
‘aa aes HONTE D Pr 5 
198, eet (29% + 22) — 


En ane q par a + 4 et égalant à zéro les coefficients de p° 


D 
= 7 Js 
ety A: : ath» peetane 
ELLIOT. : = + PI} ARTE, 


L ota L 


et D on TC encore oP = 74 = =o, el Von ride supposer Te 


œ—1,B—1, si aucune d’elles n’est nulle. On trouve alors des équa- 
tions simultanées en nombre égal à celui des fonctions à déterminer; — 
mais la recherche des intégrales parait difficile dans le cas général. 

Si l’on particularise l'intégrale en supposant que quelques-uns des 
coefficients «, 8, ... sont nuls, on peut remarquer que l'hypothèse 
y = 0, « et B étant supposés différents de zéro, conduit à des équations 
appartenant à la catégorie des géodésiques. Car, ayant fait a —1, B=1, 


il n’y a qu’un seul terme en p? qui donne la condition 2 — 0. a étant 


une fonction de y, nous savons que l'équation proposée peut être ré- 
duite à pg = b. | 
Cherchons s’il peut exister des intégrales de la forme 


op?-+ yp +E—= Const. 


La condition (17) donne 


—— + ra se) + (2a Æ dp ae eis 
Ox rm! +5) 
à ( à da ; 7 =) = à 
KE j be anes: : ds da 
a7 Les coefficients des termes en — et en p° donnent — = 0, -— =o. 
ees P Ox oy 
‘+ On peut par un changement de variables ramener la fonction « à être 


nae l'unité, mais non la fonction « = Y. En égalant à zéro dans l’équation 
précédente les différentes puissances de p, on aura 


Bs. 0 db 
naa Oy db _ 
pe Yaz "Oe 3 \ 
: da 0b ; 
x Ya, Fas + =o, 
Roady sy 
4 Ox 9% + 


La première équation donne yb= Y,, en désignant par Y, une nou- 
Es velle fonction de y. En remplaçant + par sa valetit on obtient les deux 


donnent la quadrature 


361 


} 


da 
En Sane jx’ On aura, pour déterminer la fonction b, l'équation 


sb 0b. db +, l 
Y, 0x Po Ci bague. 


= Les équations des caractéristiques 


| dx dy db 
(eee ey / Y 3 
Ÿ, Me? 


permettent de trouver deux intégrales sous forme finie. Les deux 


derniers rapports donnent entre b et y une équation de Bernoulli dont 
l'intégrale est 


ve 


rer 


x 


Les deux premiers rapports, quand on remplace b par sa valeur en y, 


4Y, dy / 


= GR = ae 
(4Y+C)? 


On pourra done, pour des fonctions déterminées Y et Y,, trouver l’in- 


_tégrale générale de l’équation aux dérivées partielles qui donne 6. 


Si l’on suppose que Y, est la dérivée de Y, les intégrales seront 


We A la 
+ ars em ve D + QE ——— 
C (4Y + C)? 


= 0; 


et la fonction 6 sera définie par l’équation 
; ab Y? 
ee fe —4Y), 
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+ 
- Bat oe wes eee 


ir 


Si l’on remplace q par a+ 2 on voit que cela myient! a ete les a 


intégrales de la forme 


IAS Te const 
x P 


L’équation (17) où l’on a éliminé g donne 
“Sc 00.7 Saye DR 24 L ( da _ db) 
P pt 0x p ox =) (3 JE + Se 
1 dx 1 Oy = 
AG Soy” Pp F5) 


Le terme du premier degré en p et celui qui est indépendant de p 


dy de Pr 
donnent + re Ae On peut, par un changement de variables, 


supposer y = 1. Soit alors « = X. On aura en outre les conditions 


13 b? ; sees . 
La premiere donne «= >> Y’ désignant la dérivée d’une fonction Y 


de y. En substituant cette valeur de x, on obtient les deux équations 


9 202Y" 
ju, D “cae hp. Ss = 0. 


en ee 0 ’ 
L'élimination de “ donne pour déterminer 6 l'équation 


y's - ae 4Y'b3 D = 4 Y" br — 2X'Y" 63, 


ee 
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Les équations des caractéristiques 
de _ dy db 
YO NP LY" Oe ax ys 5% 
ne permettent pas en général de trouver d’intégrales. Mais, si l’on 
suppose que X’= 0, c'est-à-dire que l’on cherche des intégrales de la 


a 2 Li 4 
forme ing : = const., les deux derniers rapports donnent l'intégrale 
b— CY’, et les denx premiers l'intégrale 


4C(z+CG)=Y. 
La fonction b satisfera donc à l'équation 


YY? ‘à 
To —2=F(5). 


Cas où les termes du second degré forment un carré parfait. 


19. Nous avons vu que la réduction effectuée sur l'équation générale 
supposait b? — ac différent de zéro. Lorsque 6? — ac = o, l’équation 


a peut s’écrire 
ee (ap + bq)?+2dp+2eq+f=o. 
2 Faisons un changement de variables X = ®(x, y), Y = W(x, y), 
zg ce qui donne | 
<a ; eet ou 
a Fee UE Ole 
dd ow 
i Sane dy +0 dy 
: On peut faire en sorte que les nouveaux termes du second degré ne 
contiennent plus que le carré de P, en prenant pour W une solution de 
l'équation 
| op oe _, 
=. 3 9x Dg 
4 On pourra ensuite faire disparaître le terme en P, en prenant pour ® 
2 une solution de l’équation 
3 o> od 
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L’équation prend alors la forme réduite 
P?—1Q—p=o0. 


On voit maintenant qu’un changement de fonction ne permet plus 
de simplifier cette équation. Mais, si l’on suppose qu'avant d'effectuer 
le changement de variables on ait posé s = Z +T, où T est une solu- 
tion particulière de l'équation proposée, on fera disparaitre le terme 
indépendant des dérivées partielles, et les changements de variables 
ne le feront pas apparaître. Il est donc possible de réduire l'équation 
générale à la forme P? — AQ = o. 

On ne peut plus regarder cette équation comme canonique. La fonc- 
tion À dépendra de la solution particulière qu’on a choisie pour faire 
disparaître le dernier terme; le changement de variables, qui fait in- 
tervenir les termes du premier degré, dépendra lui-même du choix de 
l'intégrale particulière, et comme on se trouve dans l'impossibilité 
d’avoir l'expression explicite des intégrales d’une équation aux dérivées 
partielles, les équations qui se déduisent d’une équation donnée, 
même tres simple, de la forme p? — Ag = 0, pourront avoir la même 
forme avec des valeurs de A tout a fait différentes. 

Nous pouvons nous rendre compte de ce fait, en prenant une équa- 
tion déterminée de la forme p?— Ag =o et en cherchant les trans- 
formées de la méme forme qu’on peut en déduire par un changement 
de variables et de fonction. Posons ===, + 4, ¢ satisfaisant à l'équa- 
tion 

Ot dt 
ox? dy S 


on aura, en supprimant les indices des nouvelles dérivées partielles, 
l'équation 


< ot 
P 12 5 Pr hq =0. 


Faisons maintenant le changement de variables x, — p(x, y} 
= Ÿ(æ, y). Si l’on veut que l'équation conserve la même forme, il 
faut évidemment que 7 soit nul, ou que Ÿ soit une fonction Y de y. 
Il faudra ensuite 


dt do do 
8 RSR Et. 
aay a Ox Ox oy 
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pour que le terme en p, de la nouvelle équation disparaisse. Moyennant 
ces conditions, l’équation sera 

pen): 
Sacre el 


Ox? 


mais on voit que la fonction © dépend de l’intégration de l’équation 
at te 
(18), où figure 3x dont on n’a pas l’expression explicite. 


Nous nous bornerons à chercher toutes les équations de la forme 

2 e A v2 
p°— hq =0, qui peuvent être ramenées, par un changement des va- 
riables et de la fonction, à ’équation à coefficients constants p° — g=o. 


20. L'équation p? — g = o admet évidemment l'intégrale 
z— Cx-0y. 


Si l’on fait un changement de variables et de fonction, l'équation 
transformée admettra toujours une intégrale de la méme forme par 
rapport à la constante C 


(19) zs=u+Csr + Cw, 


et réciproquement, comme on peut toujours ramener cette seconde 
intégrale à la première, on voit que toute équation qui admet une 
intégrale de la forme (19) pourra être transformée, par un changement 
de variables et de fonction, en l'équation p*— g = o. 

Pour résoudre la question, nous allons former l'équation aux dé- 
rivées partielles qui correspond à l’équation (19) et chercher directe- 
ment ce que doivent être les fonctions uw, 6, w, pour que cette équation 
ait la forme p? — Aq = 0. 

On forme facilement l’équation aux dérivées partielles en question, 
qui résulte de l’élimination de C entre les deux premières dérivées de 
l'équation (19). Elle est 


Tox ~ ? Oy ox dy dy Ox. 


__{ de dw de =| ov ae Ov a du ov du ov ad 
Sas BF oe Ge Poy Ox dy dy Ox; 


( ow Ow du aw du x) 


x ? hee ve 
~ Pour qu ‘elle ait la forme p - rg = = = 0, il faut d'abord qi ql u 
ou æ = Y. L'équation précédente se réduit à 


Von | Oe ay oe) + UV du av (5s Oo du i 
ier Oz. Oy «ot P~ 51 Ox? dx \dx dy Oy 0x 


On aura done, pour déterminer les fonctions u et #, les deux équa- £ 
tions M 


. 
EL] 


Qu __1 de dv du fdw\ du dv wy, (sey. 
0x 2Y' 0x dy’ dy \0xz) ~ 0x 0x dy 0x 


La seconde équation donne, en tenant compte de la première, 


OU ay FO 
dy AY \oy 
-Eliminant la fonction «, et désignant pour un instant par p,g,7, s,¢ 
les dérivées partielles de la fonction», on aura pour déterminer ¢, apres 


suppression de la solution p = o, qui ne donne aucun résultat. l’équa- 
tion du second ordre 


Y't—Vg=0, Ê 


qui donne g = XY’, X étant une fonction arbitraire de +, et par suite 


g=XY+X,. 
L’equation est donc — 
(20) Pp Ft = 
e On aura u au moyen des relations 
= RY+X) Bare, 

D "1 
Rte ce qui donne, à une constante près, 
n a | w= IX Y +4 [XX de. 


Connaissant les valeurs de u, », en fonction de x et y, nous voyons 
que les changements de fonction et de variables définis par les for- 
mules suivantes 


= RO TE SAN OS R, ne 


Es 
ce 
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changent l'intégrale (19) en z,— Cx, + C,y,. L'é équation (20) est 
celle que nous voulions obtenir. Elle se transforme, au moyen des for- 
mules précédentes, en l’équation p? — 4 = 0. 


A 
21. Proposons-nous d'étudier de la même facon les équations aux 
derivees 8 partielles qui admettent une intégrale de la forme 


u+ Ce 
u + Ce, 


ia 
re, 


Cétant une constante arbitraire, et u, v, M 2 des fonctions de æ et y. 


En faisant C =o et C co OV OIE que = — net — - doivent être deux solu- 


_tions particulières. 


Désignons actuellement par u et ¢ ces deux solutions, et par 8 une 
resin quelconque de + et y. On pourra écrire l’intégrale sous cette 
forme 

_ Gu+Ce 
OE 

En éliminant C entre les deux équations qui fournissent les dérivées 

du premier ordre, on trouve l'équation aux dérivées partielles sui- 


vante 


08 . 00 pa 
“un (PE = nea +Dp+Eq+F=0, 


où l’on a posé 


06 d(u+v) 06 d(u+v) 

ee ee | 
d(u—v) [00 d(u—v) 09 A(u—P) 
er ay, EF Oz 02 OY | 

06 [ 06 dA(u+ve) 00 Cea 

=(u— 0) 5 | 55 mao Jy nee | 
—, ,d(u—) | 08 0(u—v) +00 Me), 

ee Ox loa DRE oy Ox 


| [99 de TR RAP 
RE He ere \Dy 0x dx dy 


P du ov du dv E d(u—v) 00 eo, 
Ge dy > dy Ox} |dy dx OD te Oven || 


tion na la bte p?— ve os ‘ie voit d 
fonction de y que nous BLED PRE eu 


— (uy Vipt + CE dre RE 


d(u — ¢) Ju de | ~d(u—v) (35 ov 
le ne Ox Ox * Ox 
On aura donc, pour leita’ uet #, les deux équations 
Mae) + VOLE Soe io 
Ox Ox : dy 


' , du de A(u—v) (du de du oe) = 
EME Eo re (5 dy dy0x) 


u—v)Y! 


dx Ox 


Introduisons, au lieu de w et 9, les deux fonctions u—» =a, 
u += 6, et remarquons que l’on a identiquement 


du dv ov du _ 1 pee 1 30 (G56 0) eee )7] | 
Er Ox oy Ox dy | 


1, (98° __ da? da 0B dB da\ __ 
va( 55 =) aY 5 (RÉ R= 


qui donnent 


dx da do? 
6 _ _Y 0x dy OS ere Vs Oye he te 8 
Dat te SVE 8) ack OM wv Ta LE RAS Ru 


Éliminant la fonction B et désignant par p, q,r, s, ¢ les dérivées 
partielles de la fonction «, cette fonction devra satisfaire à l'équation 


sau YY 


Y 
(21) GE = d'A ME ag —0, 


ee ee den à 


f i 
È 
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en supprimant la solution p =o, qui donnerait pour « et 6 et, par Ml 
suite, pour w et » de simples fonctions de y, en sorte que = ne con- cr 


tiendrait pas a. 

Pour intégrer l’équation (21), commencons par un cas particulier, — 
la fonction Y étant déterminée de façon à faire disparaitre le terme 
envxg. il suffira de prendre Y= e’; l'équation à intégrer se réduit 


alors à 


(22) g+ a?—2at=0. 


_ La méthode des caractéristiques, appliquée à cette équation, fournit 
facilement l’intégrale intermédiaire 


g—oe= Xa, 


X étant une fonction arbitraire de æ. Cette dernière équation s’integre 
immédiatement par des quadratures. En l’écrivant 


do 
oy 


VC) ae, 


on obtient l’intégrale 


a == 4X (errs + ely th) — 9), 


où X, désigne une nouvelle fonction arbitraire de +. Ainsi, dans le cas 
particulier examiné, l’équation que nous cherchions est 


a étant défini par l'expression précédente. 
On remarquera ensuite que si dans l’équation (21) on fait le chan- 
gement de variables 2, =, y, =logY, on obtient pour transformée 
Ann. de l’ Fe. Normale. 3° Série. Tome 1X. — Décemsne 1892. A7 


ré rearing 


‘ 
‘ 


ai + 
qui est ea EVE: (22). 1’ mcg cherehée ac done va 


re 


Si l’on pose e = U, on aura 


Il en résulte 


EE (Xt XUU')Y + XU! — UX, 


3 
*) 1 fwX'+ XUU' XU’'— UX’ 
ee Fon ge ee 
Aix aUIXS 


Si nous comparons cette expression, où U, X sont des fonctions ar- 


bitraires de a et Y une fonction arbitraire de y, avec celle qui a été 
(X'Y+X!} 


obtenue dans le numéro précédent y 


» nous voyons qu'il n’y 
a aucune différence entre elles. 

On peut s’en rendre compte a priori. On remarque qu'un change- 
ment de fonction et de variables ne change pas la forme sous laquelle 


entre la constante dans les intégrales 


u+Cr 


3 ‘3 = ————— > 
(29) u, + Ce 


(ony. 5 = u + Cv + Cw. 


A Si une équation telle que p?— Ag =o admet l’une ou l’autre de ces 
deux intégrales, elle admettra une intégrale de même forme, après 

| qu'on lui aura fait subir un changement UC de fonction et de 

- variables, et, en particulier, après un changement tel qu'elle reprenne 


té à da 
1 


di 


- 


ei al eh adn Sait) 


RE AINE eee AU PT 


Ba bil ch ee à 


ere era 
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df 


la forme p? — u.gq = o. Pour justifier l’identité des résultats précédents, 


il suffit donc de montrer que l'équation particulière pq =o, qui 
admet, comme nous l'avons vu, une intégrale de la forme (24), admet 
aussi une intégrale de la forme (23). Remarquons maintenant que, par 
un changement de fonction, on peut toujours faire disparaître la con- 
stante du numérateur de l’expression (23); or, si dans la fraction 


(12 . 
st te PTE 2 _—— 7 2 
ara faitu = — 4y,u,=2?, 0, = 4, ontrouve effectivement une 


intégrale avec une constante arbitraire de l’équation p? — q == 0. 


Intégrales du premier degré. 


22. Cherchons s’il est possible de déterminer la fonction A de facon 
que l’équation p? — Ag = o admette une intégrale de la forme 


ap-+ q=const., 


a et 8 étant des fonctions convenablement choisies de æ et y. La con- 
dition déja employée plusieurs fois donne ici 


Ô Ô où DO où 
ap(pSe ta )+er (pa )+ Bg St 0, 


dy 
pe 
ou, en remplaçant g par => 
da dx 03 a On sa) D DE te 
—Sp+(o + ts MEET Or a ea 


3 : : Ou 
L’équation devant étre maintenant identique en p, on aura 57 = 0, 


oe — 0; « étant une fonction de x, et 8 une fonction de y, on peut les 
va 

supposer réduites toutes deux à l’unité. siaucune d'elles n’est supposée 
nulle, par un changement de variables tel que a’ = f(x), y = G(y), 


qui ne change pas la forme de l'équation proposée. Dans ces conditions, 
À à ee Tee TT 0A Oh , 
la nouvelle fonction À doit satisfaire à l’équation — ne et l’on 


aura À—F(y— x). 


Il serait intéressant d'obtenir les a ons qui à 
” ie if 


grale du premier degré de la forme OT ne 


ha, *, Pita: 


» = ne 


ap+Bq+y=const. — CRNTT à 
P +Bg HE it on 
f Wis. fin 


La forme du premier membre n’étant pas At un changement É 
de fonction et de variables, les équations de la forme p? — = = qui 


jouissent de cette propriété seraient toutes des transformées de l'une | 


d'elles; mais la question conduit à une équation aux dérivées par- 
tielles du second ordre qui ne semble pas pouvoir s'intégrer. La con- 
dition à remplir est alors 


+ (254 — 2) p+ aoe i a 
dx oy)? Oz ay 


Il faut done que l’on ait oF 0. = =o. La fonction $ peut encore 


être réduite à l’unité par un changement de variables, mais non la 
fonction y que nous désignerons par X. Les deux fonctions aet À sont 
alors déterminées par ies deux Cee 


VA 


Substituant, dans la seconde équation, la valeur de À tirée de la pre- 
mière, on obtient, en désignant par p, q, r, s, ¢ les dérivées partielles 
de la fonction «, l'équation 


‘au 


>, qu 


t+as—2pq— : JO. 
La nature de la fonction X n apporte pas de difficulté à l'intégration; 


car si l’on fait, dans l'équation précédente, le changement de Re 
et de variables défini par les relations 


“a > 
Cis NS Vi, UN 


LA] 
_ 


—— 
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l'équation se transforme en celle-ci 


(25) ty +318 — 2 pig = 0. 


On trouve facilement les intégrales de cette équation qui sont la somme 
ou le produit d’une fonction de x, par une fonction de y,. Mais on voit 
aisément que, dans ces deux cas, la valeur de la fonction A est le pro- 


duit d’une fonction de x, par une fonction de y,. Les équations cor- 
respondantes ont alors la forme 


ssl alah MERE 
Li Oy) 


qui dérivent d’une facon évidente d’une équation de méme forme i 
coefficients constants. 

Il en résulte que l’équation p?— g =o a une intégrale du premier 
degré, et c’est d’ailleurs ce qui résultait de la recherche de l’intégrale 
quand y= 0; nous avons trouvé pour A une fonction de y—x qui 
peut, comme cas particulier, se réduire à l’unité. Toutes les équations 
étudiées dans les deux numéros précédents et qui sont les transformées 
de p® — q =o admettront done aussi des intégrales du premier degré; 
on peut constater, en effet, qu’elles correspondent à une intégrale par- 
ticulière de l'équation aux dérivées partielles (25). 


. A . I = 
Faisons dans cette équation z, = —; elle se transforme en celle-ci 


2 


273 — l283 — Sa = 0. 


Les équations des caractéristiques mettent en évidence une combi- 
naison intégrable, et l’on en conclut la solution 


où f(x) est une fonction quelconque de x, et C une constante arbi- 


traire. La fonction « = se sera alors 


=. 20+ C 
*>X[ea +e) f(z)—J] 


à Moose ye. Silo 
+ ip 
à permis de supposer a égrale 
Naor Deed Mite forme un P Regan’ l’équ 
ramène à une autre de même forme à coefficie se bs +. 


(és 
à 
Re 


SUR LE 
DÉPLACEMENT DE L'ÉQUILIBRE, 


Par P. DUHEM. 


La loi du déplacement de l'équilibre avec la température a été 
énoncée en 1884 par M. J.-H. Van Hoff; la loi du déplacement de l’é- 
quilibre avec la pression a été énoncée la même année par M. H. Le 
Chatelier; j’ai donné de ces deux lois une démonstration fondée sur 
les principes de la Thermodynamique ('); je me propose aujourd’hui 
d’énoncer et de démontrer une généralisation de la seconde. 

Imaginons un système défini par sa température absolue T et un 
certain nombre de paramètres indépendants x, 6, ..., À. Ce système 
est soumis à certaines forces extérieures. Dans une modification iso- 
thermique virtuelle où les paramètres a, 8, ..., À subissent des varia- 
tions da, 08, ..., dA, ces forces effectuent un travail 


d&,= À da + Bô5 +...+ Lo. 


Sous l’action des forces A, B, ..., L, le système prend un état d’équi- 
libre défini par les valeurs &, 8, ..., A des paramètres indépendants, 
la température T étant supposée donnée. Ces valeurs. a, 6, ..., À qui 
conviennent à l'équilibre sont déterminées de la manière suivante : 
Soils (a, D... À, lyle potentiel thermodynamique interne du sys- 


(1) P. Duuem, Sur le déplacement de l'équilibre (Annales de la Faculté des Sciences 
de Toulouse, t. IV, N.). 
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Ces équations (1), résolues par rapport a, 8, ..., A, donneront les 


valeurs de ces paramètres qui correspondent à l'équilibre. 

Laissons à la température la valeur T et donnons aux forces exté- 
rieures les nouvelles valeurs À + dA, B+ dB, ..., L+dL. Le système 
prendra un nouvel état d'équilibre défini par des valeurs & + da, 
5 + dB, ..., À + dx des paramètres a, B, ..., À. 

Les dalitee de ), différentiées, nous donneront — 


ana san DE 
do? da 08 
+ OB 


dB snakes 


Og ag”, Og 
On da * + On 08 


Multiplions la premiere de ces égalités par dx, la seconde par d3, 
la dernière par dA, et ajoutons membre à membre les résultats obte- 
nus. Nous trouvons 


Og : Og d O28 
Je (4%)? + (dB) +... + 55 (dh)? +2 Dong ee 


= dAda+ dB dB +...+dLdh. 


(2) 


Dans cette équation, on doit attribuer au symbole 


la signification suivante : 
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On considère toutes les valeurs, distinctes les unes des autres, de 
la quantité 


que l’on peut obtenir en remplaçant u et v par deux lettres, différentes 
l’une de l’autre, prises dans l’ensemble «, B, ..., À, et l’on fait la 
somme de toutes ces valeurs distinctes. 

Proposons-nous de déterminer le Non du premier membre de l’é- 
quation (2). 

Soumis aux forces constantes À, B, .... L, le système admet un po- 
tentiel thermodynamique total 


DORE Bio, D. LT) (Aa BO a... LA). 


Si, laissant la température constante, on fait subir aux variables «, 
B, ..., A, des accroissements arbitraires da, 68, ..., 6A, ce potentiel 
subit un accroissement 


d@(o, 8, ..., 2, T) 
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1 Pour que le dr soit en équilibre stable sous l’action des forces 
4 constantes A, B, , L, il suffit que ® soit minimum. 
4 Pour que ® hee minimum, il faut et il suffit : 
1° Que l’ensemble des termes du premier degré en da, dB, ..., SA, 


au second membre de l’égalité (3), soit égal à zéro, ce qui Say: les 
égalités (1); 

2° Que l’ensemble des termes du second degré soit essentiellement 
positif. 

La quantité 


one ae FRS Foie 
ae OO) Spa (OB). + SE (BA) 0 À TE du dv 


est donc positive, quelles que soient les valeurs prises par les quan- 
Ann, de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome 1X. — Décemsrr 1892. 48 
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tités da, 68, ..., 3A, pourvu que ces valeurs ne soient pas toutes 
égales à o. Cette quantité sera en particulier positive si l'on fait 


da — da, 06 = dB, rm oA = di. 
L'égalité (2) nous montre alors que l’on a | 
(4) dhda+dBdB4+,..¢dLdk>o.  . _ 


Cette inégalité exprime le théoreme général auquel nous voulions 
parvenir et que nous énoncerons ainsi : 


Un système est en équilibre stable, à une température donnée, sous 
l’action de certaines forces extérieures ; à ces forces extérieures, on ajoute 
de nouvelles forces infiniment petites, la température demeurant la même ; 
l'équilibre primitif est troublé, et un nouvel état d'équilibre s'établut; le 
travail effectué dans le passage de l'ancien état d'équilibre au nouveau 
par les forces perturbatrices est toujours positif. 


Il est aisé de reconnaître que ce théorème général renferme comme 
cas particulier la proposition de M. H. Le Chatelier : 

Imaginons un système en équilibre sous l’action d’une pression 
extérieure normale et uniforme. Donnons à cette pression un accrois- 
sement infiniment petit. L'équilibre primitif est troublé; un nouvel 
état d'équilibre s'établit. Dans le passage de l’ancien état d'équilibre 
au nouveau, la pression additionnelle doit effectuer un travail positif; 
ce passage est donc accompagné d’une diminution de volume. 

Le théorème précédent prend une forme intéressante dans le cas, 
qui se rencontre fréquemment dans l'étude de l’élasticité, où l’état A 
d'équilibre primitif est l’état naturel, c'est-à-dire l'état où le corps est 
soustrait à toute force extérieure. Il nous fournit alors la proposition 
suivante : 


Lorsque des forces impriment une déformation quelconque à un corps 
élastique, à partir d'un état naturel supposé stable, le travail effectué par 
ces forces est certainement positif. 
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_ mation des cristaux ('), problème qui a d’intéressantes relations avec 
= la théorie du déplacement de l’équilibre. Les développements que j'ai 
4 exposés reposaient sur l'emploi de certaines égalités données dans mes 

Leçons sur l’Électricité et le Magnétisme |t. Il, p. 472, égalités (12)|. 

Or ces égalités sont affectées d’une faute de signe, comme on le recon- 
naît aisément en les comparant aux égalités d’où elles sont déduites 
4 [ loc. cit., p. 471, égalités (11)]. Les résultats que j'ai obtenus doivent 
donc tous être changes de signe, ce qui fait disparaitre le désaccord 
qu’ils présentaient avec ceux de M. Lippmann et de M. Pockels. Je 

remercie M. F. Pockels d’avoir bien voulu me signaler cette inexac- 

titude. 


(1) Annales de l’École Normale, 3° série, t. IX, p. 167. 
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SUR LA 


REPRÉSENTATION APPROCHÉE D'UNE FONCTION 


PAR 


DES FRACTIONS RATIONNELLES, 


Par M. H. PADE, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE, PROFESSEUR AGRÉGÉ DE L'UNIVERSITE. 


ÈS 


INTRODUCTION. 


Les différentes formes analytiques que l’on a appris peu à peu à 
donner aux fonctions ont acquis une importance toujours plus grande, 
à mesure qu'on les a reconnues capables de mettre en évidence des 
propriétés nouvelles. C'est ainsi que les séries entières primitivement 
considérées comme de simples formules d’approximation sont devenues 
la base de l’étude des points singuliers, ainsi encore qu’on a trouvé 
dans les produits de facteurs linéaires, qui ne semblaient propres qu'à 
mettre en évidence les zéros des fonctions, un moyen de faire ressortir 
la périodicité; et de même pour les séries de fractions simples, les 
séries trigonométriques, les intégrales définies, etc. 

Il est cependant une forme analytique qui semble être restée en de- 
hors de ce progres, celle de fraction continue. Il y a plus d’un siècle 
qu’Euler a donné le premier exemple du développement d’une fonction 
en fraction continue, plus d’un siècle aussi que Lagrange a établi, sur 
des exemples particuliers, la propriété fondamentale des réduites; et 
bien que la question de la convergence ait dû infailliblement se poser 
à Gauss comme à Jacobi, il a fallu attendre jusqu'à Riemann pour en 
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avoir le premier exemple. Le cas de la fraction de Gauss qu'il a traité, 
comme les beaux résultats acquis récemment par Halphen, donnent les 
seuls exemples obtenus jusqu'ici de fractions continues algébriques 
représentant des fonctions uniformes affectées de coupures. On ne 
saurait dire qu'ils constituent une théorie des fractions continues al- 
gébriques comme il existe une théorie des séries entières; peut-être, 
pour en apercevoir l’origine, fallait-il prendre les choses de beaucoup 
plus terre à terre que ne le pouvaient faire ces illustres maîtres. 

Bien loin, en effet, d’en être déjà à rechercher quelles sont les pro- 
priétés analytiques que peut mettre en évidence le développement en 
fraction continue d’une fonction, il nous paraît que cette expression, 
le développement en fraction continue d'une fonction, ne laisse pas que 
d'être restée jusqu'ici fort obscure. 

Les fractions continues, tout comme les séries, se divisent en deux 
grandes catégories suivant que les éléments sont des constantes ou 
qu'ils sont des fonctions d’une ou de plusieurs variables; ces dernières 
seules ‘doivent être comprises sous le nom de fractions continues al- 
gébriques. Parmi les séries dont les termes sont des fonctions d’une 
variable, les séries procédant suivant les puissances entières et posi- 
tives de cette variable forment un groupe très spécial, quoique le plus 
important et le premier étudié, et cette expression le développement en 
série entiére d'une fonction a, comme on le démontre, un sens parfaite- 
ment précis. Or quand, sortant des exemples particuliers, on se pro- 
pose d'étudier en général les fractions continues algébriques, on 
éprouve quelque embarras pour fixer le groupe de fractions continues 
que l’on veut considérer; les exemples de développement que l’on 
connait, en nombre restreint pour chaque fonction et différent d’une 
fonction à l’autre, présentent une telle diversité que l’on a quelque 
peine à discerner une forme générale, et rien n'apparaît alors comme 
plus vague que cette expression le développement d'une fonction en 
fraction continue algébrique. 

L'objet de notre travail est surtout l'introduction de la forme de 
fraction continue algébrique qui nous semble devoir jouer un rôle ana- 
logue à celui que jouent les séries entières dans la théorie des séries ; 
nous lui avons donné le nom de fraction continue simple. Sans nous 
arrêter à détailler ici les propriétés qui justifient cette introduction, 
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et les conséquences qu’elle comporte, nous indiquerons brièvement 
l’ordre que nous avons suivi dans notre exposition. 

Dans la première Partie, il n’est nullement question de fractions 
continues; nous y étudions l’ensemble des fractions rationnelles ap- 
prochées auxquelles donne naissance une série entière; cette série 
peut être convergente ou divergente; c’est seulement pour faciliter le 
langage et donner plus de précision aux énoncés que nous l'avons 
supposée convergente. En réalité, comme on le reconnaitra plus tard, 
la série n’est que l’une des fractions continues simples du Tableau de 
fractions rationnelles approchées que l’on va construire, et il serait 
aussi bien défini par l’une quelconque des autres fractions continues 
simples qui lui correspondent, si l'on n’était pas encore dans l’igno- 
vance de leur existence. 

La seconde Partie est consacrée à l’introduction des fractions conti- 
nues simples et a l’étude de celles qui correspondent à un Tableau 
donné de fractions rationnelles approchées. Nous y avons a peine 
touché la question de la convergence et nous sommes limité aux pro- 


positions les plus générales; nous n’avons même fait qu’indiquer l’une 


des conséquences les plus remarquables qu’elle semble comporter, a 
savoir la possibilité de introduction dans le calcul des séries entières 
divergentes; ce sont là, en effet, des sujets difficiles qui demandent à 
être encore approfondis et nous auraient entrainé hors des limites à 
donner à ce premier travail. 

Nous voudrions avoir réussi à indiquer la véritable voie à suivre 
pour l'étude des fractions continues algébriques; nous avons été 
amené à nous occuper de cette question par une parole de M. Hermite, 
recueillie dans une de ses leçons, et par laquelle i] laissait entrevoir 
les richesses que cachait sans doute encore cette théorie. Puissent ces 
modestes pages être le principe de la réalisation de la profonde pensée 
de notre illustre maitre. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


LES FRACTIONS RATIONNELLES APPROCHÉES D'UNE FONCTION. 


I. — Préliminaires. 


1. Dans les applications du calcul, il est ordinairement inutile, 
sinon impossible, d'obtenir le résultat avec une complete exactitude. 
Le plus souvent, il suffit seulement d’en connaitre une valeur appro- 
chée telle que l’erreur commise en adoptant cette valeur au lieu du 
résultat exact soit inférieure à une limite donnée a priori. De là ré- 
sultent des simplifications souvent considérables, puisque l’on peut 
négliger, dans le cours des calculs, tout ce qui n'altérerait le résultat 
final que d’une quantité inférieure à la limite de l'erreur avec laquelle 
approximation doit être obtenue. 

On conçoit ainsi combien il est important de savoir obtenir des va- 
leurs approchées d’un nombre qui satisfassent à des conditions d’ap- 
proximation imposées à l'avance. En Arithmétique, c'est le but même 
de la théorie des fractions décimales. Ces deux propositions sont fonda- 
mentales dans cette théorie : | 

I. Il y a une fraction décimale ayant au plus x chiffres décimaux, 
et une seule, qui soit approchée d'un nombre donné, par défaut, à 


— près; 


I]. Les approximations obtenues avec les fractions décimales appro- 
chées par défaut qui correspondent à des valeurs croissantes de x ne 
sauraient diminuer; elles conservent la même valeur ou bien elles 
vont en croissant. ù 

Il est naturellement aussi important de savoir obtenir une fonction 
qui représente une fonction donnée avec une approximation d'ordre 
fixé à l'avance. Le développement des fonctions en séries entières offre 
l'exemple d'une telle recherche; une série entière, quand elle est 
convergente, est une expression analytique qui met en évidence une 
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suite de polynômes de plus en plus approchés de la fonction quelle 
définit. C’est sous cet unique point de vue que les séries entieres ont 
été considérées par les premiers inventeurs. Newton, dans son Livre 
Analysis per equationes numerorum terminorum infinitas, voit dans une 
telle série analogue, pour la représentation des fonctions, des frac- 
tions décimales employées pour la représentation des nombres. On 
retrouve ici ces deux propositions semblables à celles déjà rencontrées 
dans la théorie des fractions décimales : 

I. [ya un polynôme de degré nau plus, et un seul, qui, dans le 
voisinage de la valeur zéro de x, puisse représenter une fonction avec 
une erreur infiniment petite d'ordre au moins égal à rn +7; 

IT. Les approximations obtenues avec les polynômes approchés qui 
correspondent à des valeurs croissantes de 2 ne sauraient diminuer: 
elles conservent la même valeur ou bien elles vont en croissant. 


2. La représentation d’une fonction donnée par un polvnôme n'est 
évidemment qu’un cas particulier de la représentation d’une fonction 
par une fonction algébrique. 

Soit y une fonction de æ définie, pour les valeurs de x voisines de 
zéro, par une série entière. Soient, d'autre part, P, Q,..., S,T, «+1: 
polynômes en x dont les degrés ne dépassent pas respectivement les 
nombres p, g, ...,s, &, et dont les coefficients sont indéterminés. Dé- 
veloppons la fonction 
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suivant les puissances croissantes de x; les coefficients du développe- 
ment sont des fonctions linéaires homogènes des coefficients des polv- 
nomes P, Q, ..., T. Le nombre de ces derniers coefficients est 
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Si l’on égale à zéro les 
[PAPO Aes ae Ce 
premiers coefficients du développement, on obtient un système d'é- 
quations qui déterminent, en général, les rapports des coefiicients des 
x 1 ’ À 
polynômes P,Q, ..., T, et l'on a 
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où (vet) représente un infiniment petit dont l’ordre est au 
moins égalàp+q+...+i+a. 
Considérons maintenant la fonction algébrique Y définie par l’équa- 


tion 
PY¢+ QY%-14...4+S8SY+T=0; 


retranchant membre a membre cette égalité de la précédente, on obtient 
une égalité de la forme 


(y ee Y)A — (æP+I+ Ha), 


où À est une fonction de æ qui, en général, ne s’annule pas pour 
a =o. Quand il en est ainsi, on a donc 


FE € a= AE OS Ae 


et l’on voit que la fonction algébrique Y représente la fonction y avec 
une approximation d’ordre au moins égal a 


P+q+...+i+a 


3. Il ne semble pas que jusqu'ici la détermination et l'étude des 
polynômes P, Q. ..., T aient été faites dans aucun cas particulier; une 
question tout à fait analogue a cependant été traitée par M. Hermite, 
à savoir: la détermination des systèmes de polynômes entiers en x 


EEE CM 
tels que le développement de l'expression 
Usinz + V cosæ + W 


commence par la plus haute puissance possible de la variable ('). 
L'objet de cette première Partie de notre travail est l’étude du cas 
simple où la fonction algébrique Y est une fraction rationnelle, où, par 
suite, % —1; nous avons surtout en vue de rechercher quelles sont, 
dans ce cas, les deux propositions analogues à celles que nous avons 
énoncées pour les fractions décimales et pour les polynômes. 


(1) Extrait d’une Lettre de M. Ch. Hermite à M. Paul Gordan (Journal de Crelle, t. 76, 
p- 908): 
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II. — Le théorème fondamental. 


7 ak 

4. Soit y une fonction développable, dans le voisinage de la valeur 
zéro de la variable x, en une série procédant suivant les puissances 
entières positives et croissantes de cette variable, et ne s'annulant pas 


pours = 6: 
Y = A + AT + Aa +..., Go 0. 


Soit (p, g) un couple de nombres, égaux ou inégaux, pris dans la 
suite o, 1, 2, 3, .... Considérons l’ensemble des fractions rationnelles 
irréductibles dont le numérateur est au plus de degré p et le dénomi- 
nateur au plus de degré g. Nous nous proposons de déterminer, parmi 
les fractions de cet ensemble, celles qui représentent le mieux la fone- 
tion dans le voisinage de la valeur zéro de æ; c’est-à-dire celles qui, 
a étant infiniment petit, different de la fonction d’une quantité dont 
l'ordre infinitésimal soit supérieur ou au moins égal à celui que l’on 
obtient en employant une quelconque des autres fractions. 


Lis 


3 
> ~ Q 2 4 . 
2 5. Supposons d’abord q différent de zéro, et soit 
ad 
: 
7 S=h+lha+t...+l«f 
3 un polynôme de degré q, à coefficients indéterminés. Effectuons le pro- 
4 duit de ce polynôme par la série qui représente y; on obtient 
" 
= 5 
x . 
¥ Sy), (ail + ail +... + ajyglg) x’, 
>. À 
Si me 
La v: A 4 Le , 2 
i en regardant les lettres a affectées d’indices négatifs comme représen- 
4 tant zéro. Egalons à zéro les coefficients des termes de degrés p + 1, 


RPA 25-24) P + 4 


a ajly Hay +... + G-qly = (i=? Di 1, i, Pik 4); 

1 on à ainsi un système de g équations linéaires homogènes entre les 
2 q +1 coefficients indéterminés /,, ..., 4. Il est toujours possible de 
z satisfaire à ces équations par un système de valeurs des inconnues 
Z tel qu’elles ne soient pas toutes nulles. Si l’un au moins des ¢ déter- 
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minants déduits de la matrice 


Ap+1 ap RD ai, 
Ap+2 Ap+1 eee an-q 

> 
Apeq Optq-1 -*- as 


par la suppression d’une colonne quelconque, est différent de zéro, 
toutes les inconnues sont déterminées & un méme facteur constant pres; 
si tous les déterminants sont nuls, plusieurs d’entre elles peuvent, au 
contraire, étre prises arbitrairement. Nous ne considérerons jamais 
comme distinctes, dans tout ce qui suivra, deux solutions où les va- 
leurs des inconnues seraient proportionnelles, et ainsi nous dirons, 
dans le cas où l’un des déterminants est différent de zéro, que le sys- 
tème admet une seule solution. 

Parmi toutes les solutions, adoptons l’une de celles pour lesquelles 
la suite /,, /,,..., 4, commence par un plus grand nombre de zéros que 
pour toute autre. Le polynôme S est alors divisible par une puissance 
de x d’exposant au moins égal à celui que l’on obtiendrait en adoptant 
toute autre solution. Nous appellerons w,, cet exposant, qui peut évi- 
demment être zéro. Les coefficients 4, /,, ..., 4, étant ainsi détermi- 
nés, on a 

Sy=R-+(2P+9*), 
où R est le polynôme 


P 
> (ail + Qik +... + @j—gly) 2’, 


L 
0 


dont le degré est au plus égal à p, et (æ?*7*1) un infiniment petit dont 
l’ordre est au moins égal à p + q +1. 

Si g était égal à zéro, S serait une constante /, ; nous prendrons alors 
pour R le polynôme qui, dans la série Sy, précède le terme en æ?+!, Dans 
tous les cas l'égalité précédente subsiste donc. 

Les polynomes R et S ne sont pas nécessairement premiers entre eux : 
en particulier, si &,, n'est pas zéro, le polynôme R doit être divisible 
par æ°». Le premier membre de l'équation précédente est, en effet, un 
infiniment petit d'ordre au moins égal à w,,, etil doit en être de même 
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du second. Or, w,, étant au plus égal ag, et par suite étant plus petit 
que p + q +1, x°n doit se trouver en facteur dans le polynôme R. Ce 
fait se vérifie d’ailleurs immédiatement à l’inspection des coefficients 
de ce polynôme. 

Soient U, V les quotients des polynômes R, S divisés par leur plus 
grand commun diviseur, on a 


Vy ===) == (pPtg+t-,,) 


‘ou, comme il y a sûrement dans V un terme constant différent de zéro, 


U 
== +(æP+i+i-0,;), 


Vv 


Nous avons ainsi formé une fraction rationnelle irréductible v’ dont 


les termes ont des degrés au plus égaux respectivement à p — w,,, 
4 — pq, et qui diffère de la fonction y d’un infiniment petit dont l’ordre 
est au moins égal à p + q +1 — w,,, assurément supérieur à la somme 
des degrés du termes de la fraction. 


À 
Soit maintenant Ë une fraction rationnelle irréductible dont les 


termes sont des polynômes de degrés respectivement égaux, au plus, 


f 


s pe U’ : 
à pet g; supposons que la différence y— 7, soit un infiniment petit 


d’ordre au moins égal ap +g + 1 — w,,, en sorte que l’on ait 
Pq 


[ 
+= (GREE nq )s 


y= 
retranchées membre a membre, les deux dernières égalités donnent 


DU 
NN 


= ( ieee 7) 


ou 
UV —VU = VV (xP +9+1-%p9), 


Cette égalité fait voir que le premier membre est identiquement nul; 
car, s’il n’en était pas ainsi, il serait ou une constante, ou un polynôme 
de degré au plus égal ap + 7 — w,,, et ne serait dans aucun cas infi- 
niment petit d'ordre au moins égal à p +g +1—,,comme le second 
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membre. On a donc 


UV—V Uo 
el, par suite, 
vu 
vy 


Ces deux fractions, étant irréductibles, sont identiques, et nous pou- 
vons énoncer la proposition suivante qui est fondamentale dans cette 
théorie : 


I. Parmi toutes les fractions rationnelles irréductibles dont les termes 
ont des degrés égaux au plus à p pour le numerateur, a q pour le dénomi- 
nateur, p et q étant deux nombres, égaux ou inégaux, pris dans la suite 


, U ‘ ¥ , : 
On nl cts, UL, CUT ites y” qu fournit une approximation dont 


l'ordre est supérieur a celui de l'approximation fournie par une quel- 
conque des autres fractions. 


6. Cette proposition est la première de celles que nous avons annon- 
cées dans le n° 3, et elle résout complètement la question du n° 4; 
mais on peut compléter en quelque sorte l'énoncé précédent au moyen 
des simples remarques qui suivent. 

Le nombre w,, est au plus égal à q; il est aisé de voir qu’il est aussi 
au plus égal à p. Si, en effet, w,, était plus grand que p, comme le 
polynôme R, ainsi que nous l’avons établi, doit être divisible par ap: 
et que ce polynôme est au plus de degré p, il serait identiquement 
nul. Or ceci ne peut avoir lieu, car alors on aurait 


Se — Et ns à 


et la fonction y s’annulerait avec a, tandis que l'hypothèse contraire a 
été faite. On voit encore que R ne peut être divisible par une puis- 


4 ? a » ] 
sance de æ d exposant plus grand que w,,, car on en conclurait encore 
la nullité de la fonction y pour a = 0; ainsi: 


Les polynômes U et V ont l’un et l'autre un terme constant différent de 
zéro ; Mp, désignant zéro ou un entier positif au plus égal au plus petit 
des nombres p et q, les degrés des termes U, V ont respectivement pour 
limite supariatice P — pq, 4 — pqs l'ordre de Vapproximation a pour 
limite inférieure p + q +1 — po. 
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7. A chaque couple (p,q) de nombres de la suite 0, 1, 2,3,... 
correspond une fraction rationnelle approchée pour la fonction y; ces 
fractions forment donc un ensemble (E) complètement défini et se 
présentent comme les termes d’une suite à double entrée; nous les 
écrirons dans les cases d’un Tableau analogue à celui de la multiplica- 
tion, illimité à droite et en bas; les fractions d’une même file horizon- 
tale correspondront à une même valeur de g, celles d’une même file 
verticale à une même valeur de p. Dans la première file horizontale 
figurent ainsi les polynômes approchés successifs déduits de la série 
qui représente y. 

Nous donnons ici trois exemples de tels Tableaux présentant chacun 
des particularités diverses. Chaque case renferme, outre la fraction 
qui lui correspond, deux nombres dont le premier est la limite infé- 
rieure p + q + 1 — w,, de l’ordre de l’approximation, et l’autre cet 
ordre lui-même. 
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8. Voici quelques expressions que nous emploierons quelquefois, 
dans ce qui suit, pour abréger le langage. 

Etant donné un couple (p, 7), nous appellerons rectangle relatif au 
couple (p,q) le rectangle qui a pour cases aux sommets (0, 0), (o, p), 
(o,g), (p, g). Si l'on prolonge les files p et q au delà de ce rectangle, 
la fraction (p,q), les fractions de ces prolongements et celles du 
champ illimité qu’ils comprennent, constituent les fractions du champ 
complémentaire relatif au couple (p,q). Deux cases ou deux carrés se- 
ront dits contigus dès que leurs contours ont au moins un point 
commun. 


III. — La solution principale. 


9. La seconde des propositions annoncées dans le n° 3, celle qui fait 
connaître comment varie l’ordre de l’approximation quand on consi- 
dere les différents couples de nombres (p,q), est d’une nature plus 
cachée que la première; pour y parvenir, nous devons tout d’abord 
établir quelques propriétés de la solution des équations en / que nous 
avons fait intervenir dans la démonstration de cette première propo- 
sition. 

On démontre aisément que, étant donné un système de g équations 
linéaires, homogènes, à g +1 inconnues, il n’y a qu'une solution 
jouissant de cette propriété de comporter autant de zéros que possible 
au début de la suite des inconnues rangées dans un ordre arbitraire- 
ment déterminé. Or, parmi toutes les solutions du système d’équations 
en /, nous avons adopté l’une de celles pour lesquelles la suite 4, 
l,...., 4, commence par un plus grand nombre de zéros que pour toute 
autre; c’est donc une solution parfaitement déterminée du système 
que nous avons adoptée; nous la nommerons la solution principale de 
ce système. 


10. Elle peut être obtenue de plusieurs manières; nous en indique- 
rons deux. | 

D'abord, et cette méthode est applicable pour des équations quel- 
conques, on l’obtient en adjoignant au système proposé autant des 


équations 
ire 0, HE 0; 120, RES 
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à partir de la première, qu’il est nécessaire pour que le système ainsi 
obtenu admette une seule solution; cette solution est la solution prin- 
cipale du système proposé. On voit que, si ce système laisse À +1 in- 
connues arbitraires, il y a au moins, quand on adopte la solution 
principale, 2 inconnues nulles au début de la suite J,, L,, ..., 4, des 
inconnues; le nombre w,, est ainsi au moins égal à A. 

Une seconde méthode, applicable seulement aux équations linéaires 
qui ont la forme spéciale que possède le système d'équations en /, re- 
pose sur les considérations suivantes; de ces considérations vont même 
résulter la démonstration de l'existence de la solution principale et 
l’une de ses propriétés caractéristiques les plus importantes. 


11. Soient /;, /\, ..., / une solution quelconque du système d’e- 
quations en /, et w’,, le nombre de zéros qui figurent au début de cette 


; ° 2 1 a f ES « : 
suite; on a nécessairement w,, = Wp, et par suite, 


P+q+1— 02 P+ 9 +1— pq. 


A cette solution correspondent des polynômes R’, S’ analogues aux po- 
k : : “Ae : U’ 

lynômes R, S, et une fraction rationnelle irréductible + pour laquelle 

ona 


! 


IF 


sr (ZP+I+1—Opq), 


De cette égalité et de Vinégalité qui précède résulte l'identité des 
. Ue . 
fractions 3; et >» et, par suite, celle des polynômes U’ et U d’une part, 


V’ et V d’autre part. Ainsi les polynômes R’ et S’ qui correspondent à 
une solution quelconque des équations en / sont les produits des po- 
lynômes premiers entre eux U et V, par un même polynôme P. Réci- 
proquement, si en multipliant U et V par un même polynôme P, tel 


toutefois que les degrés des produits PU, PV ne dépassent pas respec- 
tivement les nombres petg,ona 


PVy = PU + (xPt+9+"); 


ceci montre que les coefficients du polynôme PV constituent une so- 
lution du systeme d'équations en /; autrement dit, les polynémes 


a 


: 
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R’= PU, S'= PV s’obtiennent pour une certaine solution de ce SYS- 
teme. 

On obtiendra donc une solution los Li, ...,4, comportant à son début 
un plus grand nombre de zéros que toute autre, si l’on prend pour le 
polynôme P la plus haute puissance de x possible. Il est ainsi établi 
d’abord qu’il n’y a qu’une solution de cette nature; ensuite qu’elle 
s'obtient en adoptant une solution quelconque des équations en J, for- 
mant les polynômes R’, S’ correspondants, les quotients U, V de ces 
polynômes par leur plus grand commun diviseur, et enfin multipliant 
U, V par la plus haute puissance possible, +», de a telle que les de- 
grés des produits 2%7U, æ°»V soient au plus égaux respectivement 
aux nombres p,q; les coefficients du polynôme xV constituent la 
solution principale. 

On voit ainsi que : 


Les polynômes R = x°nU, S = x°V, qui correspondent à la solution 
principale, ne peuvent avoir de facteur commun autre qu'une certaine 
puissance de x, et le degré de l’un d'eux est assurément égal à celui des 
deux nombres p et q qui lui correspond. Réciproquement, si les polynômes 
R’, S' qui correspondent à une solution 1), li), ..., l, des equations en | 
jouissent de ces propriétés, cette solution est la solution principale. 


12. Nous avons appelé /), /|, ..., 4, une solution quelconque des 
équations en /, etw,,, le nombre de zéros qui figurent au début de cette 
suite de valeurs; les degrés des polynômes U et V, quotients des poly- 
nômes R’ et S’ par leur plus grand commun diviseur, ayant respective- 
ment pour limites supérieures les nombres p — w,,, g — @,,, seront 
représentés par ; 

P= pg —% pq I pg — Apo 
en sorte que x’,,, À, sont des entiers positifs ou zéro. L’ordre de l’ap- 
proximation fournie par la fraction > qui a pour limite inférieure la 


quantité p+q#+1—,,, sera représenté par 
par gd © pq 


en sorte que Vg est un entier positif qui peut être infini. 
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Ces quatre nombres 
es 


, / aie 
O pq» Ver nq pq 


sont ce que nous appellerons les singularités relatives à la solution {,, 
AS SH ey 


q . is 
Pour la solution principale 4, /,, ..., 4,, ces singularités seront re- 
présentées respectivement par w,,, fi X pq» Apes Cn Outre, pour abréger, 


; nous poserons ordinairement 
PHI — Opq= Epqs P+ + pq — Opq=Npqi 


ces nombres &,9, nn sont ceux qui figurent, au-dessous de chaque 
fraction, dans Jes cases des Tableaux précédemment donnés comme 


exemples. 


13. Il résulte de la proposition du n° 11 que l’un au moins des 
nombres x%pq, Ap, est nul; d'ailleurs les équations en / présentent dans 
leurs coefficients un ordre tel que l’on doit se demander s’il n’y a pas 
encore quelque autre des quatre singularités ©, Vpgs %pqs Apgs ui soit 
toujours nulle, ou si quelque late ne lie pas ces quantités entre 
elles; il n’en est rien comme on va voir. 

Donnons-nous, arbitrairement, deux suites de quantités 


PT ARTE 


A É ! 
REF TE 


p? 


avec cette seule condition qu’elles comportent autant de zéros l’une 
que l’autre à leurs débuts. Soit w,, ce nombre de zéros communs, au 
plus égal à la foisapetàg;ona 


A ge xs = long = ky = ky fi de = Kw,g-1 = 0: 
Considérons alors les équations en a 
ajl+a;al +... + aj-ala= kj, EM MU ae 
Gl, + ail, +... Fargl=0, (t—=p+i,p+2,...,p+q), 
où les lettres a affectées d’indices négatifs sont regardées comme re- 
présentant zéro. Les équations qui correspondent aux valeurs o, 1, 


2,..., ©, — 1 de J sont identiquement satisfaites; il est facile de dé- 
terminer les quantités a de telle sorte que les autres le soient égale- 
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ment. La quantité 2, étant différente de zéro ainsi que x; , la pre- 
mière équation donne pour & une valeur différente de zéro, te seconde 
détermine ensuite a,, puis la troisième a, etc., enfin la dernière 


À p+q-w,,* 
pq" 

Ceci posé, considérons une série convergente quelconque ordonnée 

suivant les puissances entières positives et croissantes de x et dont 


lesp+q+1—w,, premiers coefficients soient a), a,,..., Dniano., LOS 


polynômes R’ et S’ 


Rakhi t kat... + koe, ety te Ope en ee at 


s’obtiennent quand, cherchant la fraction rationnelle approchée de la 
fonction qui correspond au couple (p,q), on adopte bos dys + +25 pour 
solution des équations en . On voit que &,,, x, A,, ont déjà telles 
valeurs qu'il nous a plu leur donner. Développons SEHR TE TO = en 
série ie il suffit de prendre pour le (p+q—o,,+ ryieme, le 
(eg) 2)", ete. coelfitient a la série, les coefficients 


de méme rang dans le développement de À = pour que 4,, prenne égale- 


ment telle valeur qu’il nous plaira; 
Si l’un des deux nombres x,,, À,, est pris égal à zéro, la solution 
ll, ..., l, étant alors la solution principale du système d'équations 


en /, la proposition que nous avions en vue est établie. 


44 à . ? ! Tae: ’ : : are 
14. Supposons l’ordre p + g + ¢,, — ,, de l'approximation fournie 
par la fraction + fini et retranchons-en la somme des degrés des termes 


de cette fraction, on obtient 


a 


(PH gt dog pq) —( P — @pq— *pq) 
— (9 — pq — Mpg) = Wpqt Vogt Xpg + oq 


Ainsi la somme des quatre singularites qui sont relatives à une solution 
des équations en l ne dépend pas du choix de celte solution; en outre, il est 


évident que, si la fraction + correspond dans le Tableau à plusieurs 


couples (p,q), ce qui donne autant de systèmes d'équations en / dif- 
férents les uns des autres, cette somme des singularites est la même quel 
que soit le système considéré et la solution que l’on adopte de ce système. 
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Nous allons bientôt retrouver ce nombre remarquable, avec une signi- 
fication importante, en étudiant la distribution, dans le Tableau, des 


, s on) 
fractions de l’ensemble (E) égales à la fraction &- 


15. IL ne nous reste plus à établir que deux propriétés simples et 
de même nature de la solution principale. 
Les équations en / relatives à deux cases voisines d’une même file 
horizontale sont 
ly ++... + aigl, =o . 
ER ie Capea aes (i=p+t,...,p+q)- 
Aish tal, +... + Gigi = 0 
Supposons que, dans la solution principale du premier système, on ait | 
l,— 0, et soitm,, m,, ..., m,_,, 0 cette solution principale; elle donne 
lieu aux identités | 


AM + My +... + Gigi Mg = 0, (= pars, spa 


et il est évident que les valeurs m,, m,, ..., m,_, constituent la solu- 
tion principale du système d'équations déduit du premier quand on y 
supprime tous les termes en /,; les identités précédentes établissent 
des lors que les valeurs 0, m,, m,,..., m,_, constituent la solution 
principale du second système d’équations. Ainsi : 


Quand, dans une solution principale, la dernière inconnue a la valeur 
zéro, u suffit de faire passer ce zéro en tête de la suite des valeurs des in- 
connues pour obtenir la solution principale relative a la case contigué de 
droite. 


I] est de toute évidence que les fractions approchées qui corres- 
pondent a ces deux cases sont les mémes et que par suite les approxi- 
mations qu'elles fournissent sont de même ordre; par conséquent 


Np+1,9 — Np,q- | 
On a, en outre, 
Op+i,g—= Opal, 
| x 
d'où 
(P+1)+q+1— Wpaig=P + +1—0pg 
ou 


Sp+1,q — Spq- 
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16. Considérons, en second lieu, deux cases contiguës d’une même 
file verticale; les systèmes d'équations correspondants sont 


Aily+ Qjyl,+...+ ajgl, =0, ie SP Ny amg ) 
Giz yly te Ah + Aight... + Qi gl 0, (i=p,p+i,...,p+q). 


Soit mo, m,, ..., m, la solution principale du premier système, et sup- 
posons que, pour cette solution principale, le coefficient 4, du terme 
en x? dans le numérateur soit nul; alors on a le système d’identités 


Gym, + Ci Nyy. Ay_g Mg = 0, (C=p,-p+1,...,P¢), 


dont la première exprime que #, est nul, et ces identités montrent que 
le système de valeurs 0, m,, m,, ..., m, est la solution principale du 
second système d'équations. 

Le coefficient de rang 7 dans le premier numérateur et celui de 
rang 7 + 1 dans le second sont respectivement 


DM 274 Nts... = Aj gig, 


Œj+10 + aj My + aj ES eme Aj—-qNqy 


et sont égaux; si donc fy, #,, ..., &,,, 0 est la première suite de 
coefficients, la seconde est 0, 4,, &,, ..., &,_,. Ainsi : 


Quand, pour une solution principale, la suite ky, k,, ..., &, des coeffi- 
cients du numérateur comporte un zéro en dernier leu, il suffit de le faire 
passer en téte pour obtenir la suite relative au numérateur qui Jigure dans 
la case inférieure. 


Les fractions correspondantes aux deux cases sont évidemment les 
mêmes et l’on a encore 


Np,g+1 — Npqs eg Eng: 


IV. — La distribution des fractions. 


- 17. Nous sommes maintenant en mesure de rechercher quelle dis- 
position prennent dans le Tableau les différentes fractions de l’ensemble 
(E). Cette recherche aura pour point de départ le théorème suivant : 


Des qu'une fraction rationnelle irréductible différe de la fonction y d'un 
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infiniment petit dont l’ordre est supérieur à la somme des degrés de ses 
termes, elle fait partie de l’ensemble (E). 


Soient, en effet, Le cette fraction irréductible et m +1 l’ordre de 


l'approximation qu’elle fournit, et qui, par hypothèse, est supérieur 
à la somme des degrés de ses termes, m pouvant d’ailleurs être infini. 
Supposons qu'il y ait deux nombres p et g qui soient au moins égaux 
respectivement à chacun de ces degrés et tels, en outre, que la limite 
inférieure de l’ordre de l’approximation fournie par la fraction + de 


l’ensemble (E) qui correspond au couple (p, 7), c’est-à-dire £&,,, ne 
dépasse pas m + 1; on a alors, d’une part, 
U 
PERS (C272 


et, d'autre part, 


de RUE se : LCR 
et l’on déduit de là l'identité des fractions & et - 

L'hypothèse de l’énoncé assure l’existence des nombres p et q. 
Soient, en effet, &, ¢ les degrés des polynômes IT, ®; l'hypothèse s’ex- 
prime par l'inégalité 

D +p£m; 
nous poserons 
D+p+m—m, 


m’ étant ainsi un nombre de la suite o, 1,2, .... Les nombres pet gq 
doivent satisfaire aux trois inégalités 


P20, 42h  PHY+I—OpgSm+1. 
Si l'on désigne par p’, 7’ deux nombres de la suite 0, 1, 2, ... et que 
l'on pose 
p=u+p, Georg”, 


les deux premières inégalités étant satisfaites, il ne reste à remplir que 
la troisième qui devient 
P'+q'@pq +m’, 


et il est manifeste qu’il est toujours possible d’y satisfaire. 
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18. Le résultat de cette démonstration peut encore étre énoncé 
comme il suit: 


: Petes. oil 
Pour que la fraction g corresponde, dans l'ensemble (E), au couple 


(p,q), u faut et il suffit : 
1° Que chacun des nombres P; 7 Soit au moins égal à celui des degres 
&, ® qu lui correspond ; 


2° Que la quantité Ë,, = p + q +1—w,, ne dépasse pas l'ordre de 
l’approximation fournie par la fraction = 
19 Ta f "Ii we : 
- La fraction 3 correspond, en particulier, à tous les couples 
Co + p', ® + q') où p', g' satisfont à l'inégalité 
por Chit 
Supposons, en premier lieu, m’ =o. Cette inégalité n’est vérifiée 


alors que pour p’= q'= 0, et l’on obtient ainsi le couple (a, ¢). Il est 
aisé d’établir que la fraction ne correspond a aucun autre couple; on 


_a, en effet (n° 14), pour un couple (p, g) auquel cette fraction corres- 


pond, 

© pg + Ypg + Xpg tApg=(M+1)—B—GO=m +1; 
m' étant ici égal à zéro, et Y,, étant au moins égal à un, on voit que 
l'égalité entraîne les suivantes : 


Dog 1; Opg = X pq = Àpg = 9, 


et l’on en déduit 
P= Era Ope ©, 4=9 + Àpg + Opg = 9: 
en sorte que (&, ®) est bien le seul couple auquel corresponde la frac- 


tion Ë 


Supposons, en second lieu, m, et par suite m’, infini. Alors p' et q' 
peuvent prendre des valeurs quelconques de la suite o, 1, 2, .... Hen 


| 
résulte que la fraction & figure dans toutes les cases du champ com- 


plémentaire relatif au couple (&, +), et ne figure dans aucune autre, 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome IX. S.4 
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la première des deux conditions auxquelles doit satisfaire le couple 
IL Av: RPA 
(p,q) pour que la fraction & lui corresponde n’étant satisfaite pour 


- 


aucune de ces autres cases. | 
Li 
20. Il reste à examiner le cas où »' a une valeur finie différente de 
zéro. Il y a alors nécessairement des valeurs de p’, g' autres que zéro, 
pour lesquelles l'inégalité est vérifiée, et, par suite, la fraction corres- 


pond sûrement à plusieurs couples. On voit bien aisément qu'elle 


(m'+1)(m'+ 2 
figure dans toutes les cases du Tableau, au nombre de saree SEES 


qui sont contenues dans un triangle rectangle isoscèle A ayant pour files 
limites la file verticale 5, la file horizontale 9 et une file en diagonale 
allant de droite à gauche en descendant. Nous savons d'autre part que 
la fraction ne peut figurer que dans le champ complémentaire relatif à 
la case (5, 9); mais il peut encore y avoir d’autres cases où la fraction 


II “ . ‘ 
p figure, à cause de l’existence du nombre ©,,; pour celles-la on aura 
p+g'>m, pg Sm'+ op; 


il s’agit de les déterminer; les propriétés de la solution principale nous 
en donnent le moyen. 


21. Considérons les cases qui figurent dans la première colonne ver- 
ticale du triangle dont il vient d’être question. Pour celles-ci, on a 


Lo g=m'; 


P 


il y en a ainsi m’ + 1, correspondant aux couples 
(GO), (mg), 4,4, Am, Ooh), 5, (0, p+m'—1), (6,9+m’). 


Considérons, en particulier, le couple (w, 9 + /). Le numérateur de la 
fraction = qui lui correspond est de degré &. Il résulte de là, d’abord 
que 5,72 est nul, et que, en outre, les coefficients Z,, 4, ..., Les QU 
polynôme ® constituent la solution principale qui correspond au couple 
considéré; c’est là, en effet, une solution des équations en l'qui donne 
deux polynômes II, ®, sans facteurs communs et dont l’un d'eux, IL. 
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atteint celui & des deux nombres &, © +h qui lui correspond, pro- 
priétés qui (n° 11) caractérisent la solution principale. Maintenant, 
puisque le dénominateur ® est seulement de degré 9, on voit que dans 
la solution principale on a 


ly F0 lows == lors eee lp+h—1 = lorn — 0, 


et par suite 
o,o+n J, 


Quant à la limite inférieure de l’ordre de approximation, elle est 
B+t(9+h)+1—ogo1,=T3+9+1+h, 


supérieure de À unités à celle qui correspond au couple (a, ¢). 
Ceci posé, il résulte des propriétés de la solution principale (n°15) 
que, pour les couples (w, 9 +), (o@+1,9+h),(3+2,9+h),... 


(@o+h,9+h), les solutions principales sont respectivement 


up ee et dur 
lot Lo, imate tae Re do PRE lotn1 
lotn1 loths OI go cs Pres Te cd ey ET lo+h—2 
ad pate A 5G Am Me | acl OSe pe oot che lee on ee cle Os 
lossy loses +) tang lowns Bley ame le; 


seal ’ de Aer 
à tous ces couples correspondent la fraction + et la même limite in- 


férieure de l’approximation; les suites w, x, À correspondantes sont 
d’ailleurs 


0, I, 2, ni ae 
0, 0, 0, rss 0, 0, 
h, h—1, h—a2, ..., I, Oo. 


Quant au nombre Ÿ, il peut s’obtenir par cette condition que la somme 
x + À + + est constante et égale à m2 +1 — & — 9. 
En donnant au nombre À les valeurs 1, 2,..., m', on voit que la 


fraction % figure dans toutes les cases d’un triangle rectangle isoscèle B 


ayant pour cases aux sommets (@, 9), (@,9 +m’),(@+m',9 +m’), 
et nous connaissons complètement pour chacune de ces cases la valeur 
des nombres w, Ÿ, x, A. Remarquons enfin que, pour chacune des cases 


S.-28 H. PADE. 


de la file inférieure du triangle, la limite inférieure de l’ordre de l’ap- 


proximation est 
D+g+i+m=m+I, 


et égale à l’ordre même de l’approximation. 
29, Considérons maintenant les cases qui figurent dans la premiere 
file horizontale du triangle A; pour celles-ci, on a 
aq'= 0, p'Em', 
et elles correspondent, par suite, aux 7m’+ 1 couples 
(w,0), (+1,09), ..., (m+ék,o), ..., (W+m'—1,9), (6+m’, 9). 


Considérons, en particulier, le couple (æ + 4,9); comme dans le 
cas précédent, on établit que 0,3, est nul, que x4:3,4 est égal a #, et 
que la limite inférieure de l’ordre de l’approximation est &+9+1+#. 
Si l’on se reporte aux propriétés de la solution principale (n° 16), on 


ee | 
en conclut que la fraction = se trouve dans les cases 


(a+hk,o), (wt+thk,o+1), (W+h,o+2), ..., (m+k,o+k), 


et que les nombres w, x, À, correspondant à ces cases, forment les 
suites : 


0, ie 3. Soe ten ey 
k, kei, k—2, ; ITA 0, 
0, 0, 0, , Oo, Oo 


Scat || = 
La fraction % figure alors dans toutes les cases d’un triangle rec- 


tangle isoscèle B’ ayant pour cases aux sommets (a, ©), ( +m',®), 
(o+m’, 9 + m'); la nature des singularités est connue pour chacune 
des cases de ce triangle, et la limite inférieure de l’ordre de l’approxi- 
mation pour les cases de sa dernière file verticale est »m + 1, ordre 
même de l’approximation. 


23. La réunion des triangles B et B’ constitue un carré, dans toutes 
les cases duquel figure ainsi la fraction nt le côté de ce carré com- 


porte m’+1=(m+1)—w—9 cases, c’est-à-dire un nombre de 
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cases égal à la différence entre l’ordre de l’approximation fournie par 
. Il # 

la fraction p ©t la somme des degrés de ses termes (n° 14). Les cases 


extrêmes d'une file diagonale sont (&,9), (o + m", © + m'); si l'on 
considère une case de cette file, aux cases du carré qui appartiennent 
aux files verticale et horizontale limitées à cette case, correspond une 
même limite inférieure de l’ordre de l’approximation; cette limite in- 
férieure croît d’une unité quand on passe d’une case de la diagonale à 
la suivante, et varie ainsi de & + DHIÈD+OHI+M—=Mm+I. 


\ 2 . . Il , 
24. Il nous reste à établir que la fraction g Me figure pas dans d’au- 


tres cases du Tableau que celles de ce carré; nous avons déja remarqué 
qu’elle ne peut se trouver que dans les cases du champ complémen- 
taire relatif à la case (w, ©); la démonstration va résulter de cette 
proposition auxiliaire importante : 
i fas i : 
Sila fraction = figure dans une case (ps, q,) du champ complemen- 


taire relatif au couple (w, +), elle figure dans toutes les cases qui appar- 
tiennent à la fois a ce champ complémentaire et au rectangle relatif au 


couple ( po, 4»). 


Soit (p,,9,) l’une de ces cases, on a 
DE PSP» PSS 


‘ ‘ II 
Puisque, par hypothèse, d figure dans la case (ps, g,), le nombre &,, , 


est au plus égal am +1= 1%, et, par suite, l’une au moins des iné- 
galités 
Læ 


2 


No? = Ep. qu Npigs = Sp: 
est assurément vérifiée. Que l’une ou l’autre de ces inégalités soit vé- 
rifiée, il résulte immédiatement du théorème du n° 18 que corres- 
pond au couple (p,, qi). 


25. Cette proposition nous eut évidemment permis de supprimer la 
démonstration du n° 22 et partant celle du n° 16; nous ne les avons 
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conservées que pour la symétrie de la méthode et pour étudier com- 
plètement les singularités. Voici comment on en déduit l’impossibi- 


lité pour la fraction = de se retrouver dans des cases du Tableau autres 


que celles du carré déterminé précédemment. 

Supposons qu’elle figure dans une case autre que celles du carré; 
comme la fraction figure alors nécessairement dans toutes les cases du 
rectangle commun au rectangle relatif à la case considérée et au 
champ complémentaire relatif au couple (&, 9), cette fraction figure 
dans la file horizontale 9 ou dans la file verticale &, et cela dans des 
cases autres que celles du carré. Or, il n’en peut être ainsi, car, quand 


, . Il , : . 
on passe sur ces files d’une case où figure & à la case suivante où 


figure aussi cette fraction, la limite inférieure de l’ordre de l’approxi- 
mation croît d’une unité; mais, pour les dernières cases de ces files qui 
appartiennent au carré, cette limite inférieure est égale à l’ordre même 


2 2 : Il oe : ; 
de l'approximation, et, par suite, & ne peut figurer ni dans lune ni 


dans l’autre des cases suivantes. 


26. Nous pouvons maintenant énoncer cette proposition qui résume 
les résultats de notre étude sur la distribution, dans le Tableau, des 
fractions de l’ensemble (E) : 


Chacune des fractions distinctes qui font partie de l’ensemble (E) 
Jigure dans toutes les cases d’un carré dont le côté comporte un nombre de 
cases égal à la différence entre l’ordre de l'approximation fournie par la 
fraction et la somme des degrés de ses termes ; elle ne figure dans aucune 
autre case du Tableau. | 


27. Cette proposition est au fond la seconde de celles que nous 
avons annoncées au n° 3, mais nous parviendrons à une forme qui 
montre mieux que nous sommes bien en possession de la généralisa- 
tion cherchée, au moyen de la conception géométrique fort simple 
suivante, dont la grande importance apparaîtra d’ailleurs dans la se- 
conde Partie de notre travail. 

Imaginons un second Tableau, calqué sur le premier, mais où ne 
solent tracés que les côtés du premier Tableau communs aux cases où 
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figurent deux fractions distinctes. Au centre de chacun des carrés de 
différentes grandeurs ainsi obtenus sera écrite la fraction correspon- 
dante, en sorte qu'il n’y a, dans le nouveau Tableau, que des fractions 
distinctes. 

Les centres des différents carrés sont tous situés sur des ensembles 
de droites parallèles équidistantes. Considérons celui de ces ensembles 
dont les droites sont perpendiculaires à la diagonale principale du Ta- 
bleau. Si deux centres figurent sur une méme droite, nous dirons des 
fractions correspondantes qu’elles sont également avancées dans le Ta- 
bleau; si deux centres sont sur deux droites différentes, nous dirons 
de la fraction qui correspond au centre situé sur celle des deux 
droites qui est la plus éloignée du sommet du Tableau, qu'elle est 
plus avancée dans le Tableau que l’autre fraction. 

A cette définition géométrique correspond cette propriété analy- 
tique que, si, partant de celle des droites de l’ensemble qui est la plus 
voisine du sommet du Tableau avec le n° 1, on numérote les droites 
successives 2, 3, 4, ..., le numéro de chaque droite est l’ordre de 
l’approximation de toutes les fractions du Tableau correspondant à des 
centres situés sur elle. L'ordre de l’approximation fournie par la frac- 


: Il , À : : 
tion a est, en effet, égal à M + I, ou, sulvant nos notations, 


D+p+m+I. 


Or pour obtenir le numéro de l’une des droites, il suffit de considérer 
l’une quelconque des cases (p, q) qu'elle traverse dans le Tableau pri- 
mitif et de former le nombre p+q-+1; la droite sur laquelle se 
trouve la fraction à traversant, par définition, les cases (w +m’, @), 
(&, 9 +m’) du carré où figure cette fraction, le numéro de cette 
droite est bien & +0 ++ 1. 


98. Avec ces conventions, notre proposition peut alors être énoncée 
ainsi : 

Il. Si deux fractions de l’ensemble (KE) sont également avancées dans 
le Tableau des fractions distinctes, elles donnent la même approximation ; 
quand on passe d'une fraction du Tableau à une autre plus avancée, 
approximation va en croissant. 
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29. Cette proposition donne lieu à une remarque intéressante, et 
dont on verra plus loin l'importance. 


Soit + l’une quelconque des fractions qui, dans le Tableau des 

1 1 ; 
fractions distinctes relatif à la fonction y, sont au plus aussi avancées 
que la fraction = Désignons par 5,2, l'ordre de l'approximation qu’elle 


fournit; ona : 
No, q = Moy» 


et, par suite, des égalités 


Il IT y 


= — + Nas ee Noes 
oe ms (xn 2)» ae a, (x #1)» 
on conclut celle-ci 

TE . 

TT =: No, 2, . 

"ited PR 


=. x Il, . ’ Il , x Q 
Elle montre que, au cas où | est moins avancée que 3» ¢ est-à-dire 
1 


; jé Li ; 
au cas OU Yq, o, est plus petit que yoo, la fraction Ÿ, est l’une des frac- 


tions du Tableau des fractions distinctes relatif à la fonction a et elle 


figure dans ce Tableau exactement comme dans le Tableau relatif à la 
foncti ; Si est égal : la fracti IL st i t 
onction y; Si Ya,o, est égal à Hoe, la frac on @ es encore sûremen 


: nes : Il apa 

une fraction du Tableau relatif à la fonction g’ mais il peut alors ar- 
river qu’elle soit dans ce Tableau plus avancée que dans le Tableau 
relatif à la fonction y, tout en restant sur la même parallèle à la diago- 
nale principale du Tableau. 


Ainsi, la connaissance de la fraction 4 du Tableau relatif à la fone- 


tion y entraine la connaissance de toutes les fractions de ce Tableau 


: ; x Il | 
qui sont moins avancées que 3» et l’on en conclut que : 
Un Tableau de fractions rationnelles approchées est entièrement défini 


par la connaissance d'une suite illimitée de fractions de plus en plus avan- 
cées de ce Tableau. 
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V. — Les singularités. 


30. Nous dirons d’une fraction de l’ensemble (E) qu’elle est nor- 
male si elle ne fait partie qu’une seule fois de cet ensemble; dans le 
cas contraire, elle sera dite anormale. 

I] résulte de l’étude faite antérieurement que, si p, g sont respecti- 
vement les degrés du numérateur et du dénominateur d’une fraction 
normale, le seul couple auquel cette fraction corresponde est le 
couple (p, 7), et l’ordre de l’approximation qu'elle fournit est égal à 


-p+qg+i1;0ona alors 


Ypg—= 1 Mayo; Rp D) À pq = 0: 


Réciproquement, ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes 
pour que la fraction qui correspond au couple (p, 7) soit normale. 
Nous allons rechercher à quelles relations entre les coefficients de la 
série qui représente y elles correspondent. 


31. Désignons par A,, le déterminant d'ordre g +1, 


Apr a RANGS 

Ap+2 Æp+s -+- Œp+r2=q |, 
2 

Œp+i+g Ap+qg ++: Ap+1 


les coefficients qui figurent dans les g premières lignes sont ceux des 
équations en {relatives au couple (p, q). 
Si le nombre ¥,, est plus grand que un, c’est que la solution prin- 
cipale satisfait à l'équation 
p+1+q ly + Ap+gq ie vee Ap+1 la 0, 


et alors le déterminant A,, est nul. Réciproquement, si A,,= 0, toute 
solution des équations en / satisfait aussi à l’équation précédente, et, 
par suite, /,, est plus grand que un. 
. TO 4 € = 
Si le nombre ,, est plus grand que zéro, c’est que, dans la solu 
tion principale, 7, est nulle; il faut pour cela que le déterminant 
A,—1,9-1 Soit nul. Réciproquement, si ce déterminant est nul, les équa- 
tions admettent une solution où /, est nulle; la première au moins des 
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inconnues dans la solution principale a la valeur zéro, et par suite @,, 
est plus grand que zéro. 
. , 9 . 
Si le nombre x,, est plus grand que zéro, € est que, pour la solution 
principale des équations en /, on a aussi 


Ap ly t+ April +. + Ap—qlg=9, 


et l’on voit qu’alors le déterminant A,_,, est nul. Réciproquement, si 
ce déterminant est nul, toute solution des équations en / satisfait a 
l'équation précédente, et par suite x,, est plus grand que zéro. 

Il reste à examiner le nombre A,,. S'il est plus grand que zéro, on a 
/,=o dans la solution principale, et, par suite, le déterminant A,,,_, 
est nul; mais ici la réciproque n’est pas vraie; ce déterminant peut 
être nul sans que, dans la solution principale, ¢, soit nulle, sans que 
par conséquent A,, soit plus grand que zéro. Il n’en reste pas moins 
vrai que la fraction est encore anormale, puisqu’il y a une solution 
des équations en / où /, est nulle et que, par suite, le dénominateur 
de la fraction n’est pas de degré q; si, dans la solution principale, 
/, est différente de zéro, c’est que l’une des trois autres singularités se 
présente. 

La fraction qui correspond au couple (p, g) conduit ainsi à la con- 
sidération des quatre déterminants A,,4; Ap—4,g—1+ Ap,g—1» Ap_sg3 POUF une 
fraction située dans la premiere file horizontale ou verticale du Ta- 
bleau, deux seulement de ces symboles ont un sens; un seul a un sens 
si l’on considère la fraction qui est au sommet du Tableau. On s'assure 
immédiatement que ces symboles dénués de sens peuvent être consi- 
dérés comme des quantités différentes de zéro quelconques, les singu- 
larités auxquelles ils correspondent ne pouvant alors sûrement se 
présenter. On peut donc, en toute généralité, dire que, si la fraction 
qui correspond au couple (p,q) est anormale, l’un au moins des 
quatre déterminants considérés est nul, et réciproquement, si l’un 
des quatre déterminants est nul, la fraction est anormale: done : 


La condition nécessaire et suffisante pour que la fraction qui corres- 
pond au couple (p, q)soit normale est que chacun des déterminants 


Ang Ap-1,q-15 Ay 9-1 A 


p—1,q 


sou différent de zéro. ; 
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De cette proposition se conclut immédiatement cette autre : 


Pour que le Tableau soit uniquement composé de fractions normales, 
ul faut et il suffit que tous les déterminants 


A, (psg EO; Eo, 8.) 


soient différents de zéro. 


32. Un même déterminant se retrouve dans l'étude des singularités 
de quatre couples différents; ainsi A,, sera à considérer pour les quatre 
couples 

(P39), (P+19+1), (P,9+1), (P+1,9) 


Supposons nul ce déterminant A,, et voyons quels caractères pré- 
sentent les quatre fractions correspondant à ces quatre couples. 

Nous écrirons ainsi les équations en / qui correspondent à chacun 
d’eux : 


CD ah +ash+...+autl 0; PEL; Pag 

Cl) Gubo+ah +...+a; ls =0, i=p+i, ..., p+q+i; 
(TL) ah Pa; sl +. .+ jg lg =, I—pP+I, ..., P+g+i; 
UV} ah Qi ht. bap sl — 0! t=p+2, ..., p+qg+i. 


Soit m,,m,,...,m, la solution principale du système (I); elle 
donne lieu au système d’identités 


(A) GMo+ Aj-1M,+...+ Gi-gMg =, t—p+i, ...5 ptg+t, 


dont la derniere est une conséquence de l'hypothèse I asco 

Si, dans le groupe (II), on substitue aux inconnues les valeurs o, 
My, Mis ..., My on obtient les identités (A); on les obtient encore 
en substituant, dans le groupe (III), aux inconnues les valeurs m,, 
fig... mo, etrencore, saul la premiere, en substituant, dans le 
groupe (IV), aux inconnues, m,, m,, ...,m,; on conclut de là que les 
fractions qui correspondent aux quatre couples sont égales. 


33. C’est la évidemment un cas particulier du théorème du n° 26: 
lors même qu’on a reconnu que pour les couples (p, 7), (Pp + 1,4 +1) 
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les fractions sont les mêmes, on peut affirmer, en raison du théorème 
du n° 24, que cette même fraction correspond aussi aux couples 
(p,q +1) et (p+1,q). Mais il est possible d'aller plus loin et d’ob- 
tenir à nouveau le théorème du n° 26. De ce que 0, m,, m,, ..., m, est 
la solution principale du système IJ, on conclut en effet 


O p+1,q+1 — ® p,q {, 


et, par suite, 
Xp+1,9+1 — Xpqs Aoaiartes Aone 


et enfin, en appliquant la proposition du n° 14, 


Vp+i,g+1 = Ypg — 1. 


Cette égalité montre que, si Ÿ,, est au moins égal à trois, L,4,,9:1 est 
plus grand que un, et, par suite, la même fraction qui figure dans les 
cases (p,g)et(p+1,g+1)se retrouve dans la case (p + 2,q +2); 
si Up, est au moins égal à quatre, la fraction se retrouve en outre dans 
la case (p+ 3, q +3), et ainsi de suite. Si donc, revenant aux nota- 


Le a ae oS 
tions déjà employées (n° 17), on a une fraction = pour laquelle 


D+p+m'—m, 
comme alors 
YVo,e—=m'+1, 


la fraction figurera dans les cases 


(0,9), (W+1,9+1), (W+2,9+2), ..., (m+m/,o+m'), 


et, par la proposition du n° 24, la démonstration du théorème s'achève 
aisément. Cette méthode est, comme on voit, peut-étre un peu plus 
simple que celle-là même que nous avons employée; elle ne fait pas 
connaître aussi complètement la variation des singularités. 


34. Des différentes propositions qui précèdent, on conclut aisément 
que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une méme fraction 


corresponde aux couples (p,q) et (p+1,q +1) est que le détermi- 
nant A,, soit nul. | 


7 
- 
: 
: 
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Pour qu'une même fraction figure dans toutes les cases d’un carré 
donné, a priori, et ayant pour cases aux sommets les cases 


(@,9), (m+m',o), (m,p+m!), (m+m',o+m/), 


il faut et il suffit, en vertu du théorème du n° 24, qu’elle figure dans 
toutes les cases en diagonale 


(6,9), (M@+1,9+1), (W+2,94+2), .... (OB +m',o+m); 
et, pour cela, il faut et il suffit que tous les déterminants 


Asie, Aro -<-., Amem'—1,¢+m'—1 
soient nuls. 

De cette proposition résulte la possibilité de former une fonction y 
telle que les fractions rationnelles approchées aient, dans le Tableau 
correspondant, telle disposition donnée, a priori, que l’on voudra, dès 
quelle satisfait au théorème général du n° 26; nous ne discuterons 
pas davantage ici cette question. 


35. Le déterminant A,, appartient à une classe de déterminants qui 
se rencontrent fréquemment : ce sont des déterminants où toutes les 
files d'éléments parallèles à l’une des diagonales sont formées chacune 
d'éléments égaux. M. Kronecker ('), en quelques pages où l’on trouvera 
aussi les points les plus importants de la Bibliographie (?) relative 
à ces déterminants, a montré à quelle question générale se ratta- 
chent toutes celles où de semblables déterminants ont été rencontrés. 


(1) Auszug aus einem Briefe des Herrn Kronecker an E. Schering (Gôtt. Nachrichten, 
p- 271-279; 1881). 

(2) Jacosr, Journal de Crelle, t. 15; 1835; t. 30; 1845. — CayLey, Journal de Liou- 
ville, t. XI; 1846. — JoacuimstuaL, Journal de Crelle, 1. 48; 1854. 


AU 
; p 


S. 38 H. PADÉ. 


SECONDE PARTIE. 


LES FRACTIONS CONTINUES SIMPLES. 


I. — Préliminaires. 


36. Cette seconde Partie est consacrée à l’étude des rapports qui 
existent entre la théorie de l’approximation par des fractions ration- 
nelles et la théorie des fractions continues, rapports qui ont été, en 
premier lieu, remarqués par Lagrange. 

La première tentative faite pour représenter par une fraction con- 
tinue une fonction d’une variable est due à Euler ('); jusqu'à lui, les 
fractions continues étaient entièrement demeurées dans le domaine de 
la Théorie des nombres. Le problème qu’il se propose et résout est 
d'obtenir une fraction continue telle que ses réduites successives 
soient respectivement les polynèmes obtenus en limitant une série à 
ses différents termes successifs. Il considère, en particulier, le cas 
d’une série procédant suivant les puissances entières positives et 


croissantes d’une variable x; la fraction continue qu'il obtient a alors 
la forme 
I 
a + ob + 


où a désigne une constante, et . une fraction continue où tous les 
numérateurs partiels sont des monômes du premier degré, et tous les 
dénominateurs des binômes du premier degré. Il n’y avait évidemment 
pas lieu de rechercher l’ordre de l’approximation fournie par les di- 
verses réduites, et la nature même du problème qu'il s'était proposé 
conduisait Euler à la seule des fractions continues correspondant à la 
fonction qui put lui cacher la véritable nature de ces expressions. 
Après Euler, Lambert (?) doit être cité comme ayant donné un déve- 


(1) EuLer, Zatroductio in Analysin Infinitorum, 1. 1, 88 368-373. 
(*) Lampert, Beiträge zum Gebrauche der Mathematik und deren Anwendung, t. Il, 
1° Partie (Verwandlung der Brücke); 1770. On trouve encore (§ 22) dans ce Mémoire 
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loppement en fraction continue de quelques fonctions. On sait la 
belle application qu’il en a faite pour démontrer l’incommensurabilité 
dee et der; mais, restant étroitement attaché à la Théorie des nom- 
bres, il ne fait absolument aucune remarque sur la nature des réduites 
de ses fractions. Celles-ci, obtenues d’ailleurs par la méthode fort pé- 
nible des divisions successives, se présentent avec des éléments frac- 
tionnaires ; Lagrange les devait bientôt retrouver sous la forme la plus 
convenable pour nous. 

L’éminent géomètre a consacré à la théorie des fractions continues 
deux Mémoires. Le premier, ajouté en Note à l’Algèbre d’Euler, a trait 
aux fractions continues simples qui se sont offertes tout d’abord en 
Arithmétique; c’est assurément une de ses plus belles œuvres didac- 
tiques. Le second Mémoire (') seul se rapporte à ce qui nous occupe 
ici. Il y est exposé une méthode générale qui permet d'obtenir un 
développement en fraction continue de l'intégrale d’une équation dif- 
férentielle quelconque à une seule variable indépendante, puis la mé- 
thode est appliquée à quelques exemples particuliers. La forme des 
développements obtenus doit particulièrement être remarquée. Le 
premier d’entre eux est relatif à (1 + x)”, d’où ceux de log(r + x) 
et e* se déduisent comme cas limites, et l’on a 


mx log (1 + x I 
to a 


I+ — 


vb, vb’, vb’ désignant des fractions continues où tous les numérateurs 
partiels sont des monômes du premier degré, et tous les dénominateurs 
partiels l’unité. Appliquant ensuite à ces différents développements 
une transformation fort simple, ils s’obtiennent chacun sous deux 


celte remarque que la série au moyen de laquelle la fraction continue a été obtenue peut 
être divergente et la fraction convergente; elle est énoncée sous cette forme : « Wir haben 
demnach hierdurch ein Mittel den Werth unendlicher Reihen auch fiir diejenigen Falle zu 
finden, wo die Reihen selbst divergirend werden. » 

(1) Sur Vusage des fractions continues dans te Calcul intégral (Nouveaux Mémoires 
de l’Académie royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, année 1776. — OEuvres de 
Lagrange, t. IV, p. 301-332). 
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formes nouvelles : 


2 
m(m—t1), x ee 
Via 0 gloptiaea, 2 ee 
| 1.9 : os > VA 
(1+ v)"=1-+ ma + — 5 a Made se em I+ 2+ sr? 
max log(1+ x) I Ac a 
+ æ)n— — Æ—I+ — 
(+ x)" = 1 + CR >” io ji [=] 
æ' ve 
RE eee 
34€ 


e, e,, 2’, ©, ©” et [2] désignent des fractions continues où tous 
les numérateurs partiels sont des monômes du second degré; les dé- 
nominateurs partiels sont des binômes du premier degré, sauf pour [2] 
où 1ls sont tous égaux à un. 

Après avoirencore donné les développements de tang, de are tang x 
et quelques autres, qui, pour la forme générale, ne different pas des 
précédents, l’illustre géomètre cherche (n° 19) à réduire ces frac- 
tions en fractions ordinaires, « ce qui donnera lieu, dit-il, à des 
conséquences importantes sur la nature de ces mêmes fractions ». Ces 
conséquences sont que le développement en série entière de chacune 
des réduites coincide avec celui de la fonction, « jusqu’à la puissance 
de a inclusivement qui est la somme des deux plus hautes puissances 
de æ dans le numérateur et dans le dénominateur ». C’est sur cette con- 
clusion, qui établit complètement le lien entre les deux théories, que 
se termine le Mémoire. 

Depuis Lagrange, d’autres développements de fonctions particu- 
lières ont été obtenus, parmi lesquels il faut citer le développement 
célèbre de Gauss, relatif au quotient de deux séries hypergéométri- 
ques; mais aucun type de fraction, différent de ceux que nous avons 
cités, n’a été présenté. Tous les développements auxquels on a eu 
affaire, dans le cas, qui seul nous occupe, de x infiniment petit, ap- 
partiennent à l’un des types précédents, ou s’y ramènent de suite en 
prenant pour variable une puissance entière de x. 


37. Quelle est donc leur nature? 
On observe tout d'abord que chacun d'eux offre de singulières irré- 
gularités à son début. 
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> n° Sn , . « . , on 7 

a l'on s’en tient à la partie régulière, on trouve quatre formes 
différentes que nous avons désignées respectivement par &, vs, © et 
[2], à savoir : 


L—1+ ax + es WY S71 ae 
1+ be -+ — px mens pee Bx 
EE LE re 4 
i+. es 
? * 
:] 
S—I+ar+ ; [o}=1+ am 
l= pee Bx ; oe Bx? 
x. n2 
AT ee eee joe 
Je lee 


CE] ° 


a, B,Y%,...,a, b,c, ... désignant des constantes. 
Sont-ce donc là effectivement les seules formes qu’il y ait lieu de 
considérer, et, pour une fonction quelconque, peuvent-elles toutes 


a, € log (1 
quatre être obtenues? Peut-on, par exemple, trouver pour ec ee 


un développement ayant la forme [2]? Aujourd’hui encore, la forme 
4 d’Euler n’est pas considérée comme pouvant donner des fonctions 
rationnelles véritables approchées d’une fonction; dans son exposition 
de la théorie des fractions continues, Heine ne la mentionne pas: il ne 
considère comme générale que la forme a ('), et les formes © et [e] 
ne s’y rencontrent que dans des cas particuliers. 

En second lieu, pour une fonction donnée, combien y a-t-il de frac- 
log(i+ 2) 


lions ayant une forme donnée; pour » par exemple, nous 


avons mentionné deux fractions ayant la forme € ; en existe-t-il encore 
d'autres ayant la même forme? 

Telles sont les plus importantes des questions qui se posent immé- 
diatement. 


38. Dans ce qui suit, nous allons montrer : 
Que les irrégularités qui s’observent aux débuts des développe- 
ments donnés sont, en réalité, soumises à une loi fort simple; 


(1) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, t.1, p. 266 et suiv.; 1878. — A vrai dire, dans 
l'unique forme que l’auteur considère comme générale, les numérateurs partiels sont des 
fonctions entières et les dénominateurs partiels sont égaux à l'unité (§ 66); mais, le cas 
spécial où cette forme se réduit à la forme V5 mis à part, il serait peut-être fort difficile 
de citer un seul exemple d’une fraction continue de cette forme. 

Ann, de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome IX. 5.0 
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Que, dans le cas général, trois types de fractions régulières, 4, 15, €, 
et trois seulement, sont à considérer; 

Que la forme [2] n'est qu’un cas d'exception et doit être regardée 
comme rentrant dans le type général ©, un développement de cette 
forme [2] étant ainsi, en général, impossible à obtenir; c’est l'exemple 
le plus simple de fractions continues régulières exceptionnelles, en 
nombre illimité, offrant des types entièrement nouveaux; 

Que, dans le cas général, il existe une infinité de développements 
de chacune des formes 4, vb, ©, et aucun des autres formes, la forme 
4 d’Euler donnant comme les autres des fractions rationnelles appro- 
chées véritables, et non pas seulement de simples polynômes. 

Enfin, tous ces résultats seront obtenus comme cas particuliers de la 
méthode générale à employer pour obtenir, pour une fonction en- 
tièrement quelconque, tous les développements en fraction continue, 
non plus régulière, mais assujettie seulement à être ce que nous 
appellerons simple. Nous entendons par 1a une fraction où les numé- 
rateurs partiels sont des monômes de degré entier positif, et les déno- 
minateurs partiels des polynômes également de degré quelconque, 
ayant un terme constant différent de zéro. L'étude de la convergence 
de ces fractions nous conduira à quelques résultats intéressants. 


II. — Sur la définition des fractions continues; fractions continues 
simples et régulières. 


39. A l'exemple de quelques auteurs, nous introduirons pour l’écri- 


ture d’une fraction continue, les nouveaux symboles + et — définis 
par les formules 


Pour la régularité des notations et du langage, nous devons distin- 
guer deux formes de fractions continues, à savoir : 


Ay 27 Aas Ole 

(1) A+ ++ ++... 
ay as a, 
Car Ds cr 


} 
| 
i 
« 


— 
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Nous les dirons être respectivement de la premiére et de la deuxieme 
forme. Nous nous exprimerons, quand il n’y aura pas lieu de distin- 
guer celle des deux formes dont il s’agit, comme si nous ne parlions 
que de l’une d’entre elles; mais les formules, si elles ne sont pas 
identiques pour lun et l’autre cas, seront écrites pour chacun d’eux ; 
celles qui se rapportent à la première forme étant désignées par (1), 
celles qui se rapportent à la deuxième forme par (11). 

Nous appellerons fractions continues partielles de la fraction conti- 
nue les fractions continues limitées 


Ay Ay as 
(1) di, a+—>» A+ — + —; , 
Ay Cnn 
(oa Oy A Ay ay S Ay 2 As 
(11) =; + —; ++, 
di ay, Ag a A, a3 


Si, par un calcul purement formel, nous réduisons chacune d’elles 
à la forme d’un quotient de deux polynômes entiers relativement aux 
lettres « et a, elles deviennent respectivement les fractions 


Di cor 
VW 
respond à la fraction continue partielle terminée par le quotient in- 
complet a;. 

La règle dite loi de formation des réduites s'exprime par les for- 


mules 


que l’on nomme les réduites de la fraction continue. La réduite 


ai U;_ + a= Ui, | 


[ (oer Deus 
a; Vi-e+ Qi Ven Va | 


j 


qui permettent de former successivement les polynômes des suites U,, 
DV. 0V., V.,.....en parlant des deux premiers de chacune 


d’elles, 


\ Ua 
ts Vis; 
| U.=%, 


(1) | V = a, 


U,= @,a,+ ©, 
V:= 433 
U,= % a, 


NZ ay y+ Ao 


fe Fe 
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De ces formules se déduit la suivante : 


(1) DV Wisi Vase Ge td dan 
(11) Ui Vis — User Vi (— 1) te... ir 


applicable pour toutes les valeurs entières positives de z, et celle-ci : 


(1) U, Ue Ee 2 (—1)P*! a LEE oe Zp +1 Ee = 1 \p+2 As Ay. . - Apr pe (— 1) = oe ay 
oe) Ae Te à r 7 eee re ; 
Vea Vin V pv ig Nasri Voss Ve 
Il Us Up. (PF ay ae ee apa i Saar ali Na i! nn pe ec as 
Va Vp ~ Vp Vp +1 Vics Mae Vos: \ q 


applicable pour toutes les valeurs entières positives de p et g, g étant 
plus grand que p. 


40. Une fraction continue limitée est une expression algébrique 
élémentaire; pour un système de valeurs des lettres « et a, elle a une 
valeur numérique ou est dénuée de sens suivant que les opérations 
indiquées sont possibles ou ne le sont pas. Si elle a une valeur numé- 
rique, la dernière réduite calculée par la loi de formation des réduites 
a aussi une valeur numérique, et ces deux valeurs numériques sont 
égales; mais la réciproque n’est pas vraie. Par exemple, la dernière 
réduite de la fraction 


est égale à zéro, tandis que cette fraction est dénuée de sens. 

C'est donc faire une convention arbitraire que de compléter la dé- 
finition de la valeur d’une fraction continue limitée, en la considérant 
comme toujours égale à la valeur de sa dernière réduite. Ce complé- 
ment de définition se justifie par la considération de fractions où les 
quantités a et a sont des fonctions de variables ys Ss. pang OUI 
Yor Zor +». un système de valeurs de ces variables pour lequel la frac- 
tion n'ait pas de sens, mais tel que pour chacun des points d’un cer- 
tain champ de 2, y,, 5),... elle en ait un. Pour ces points, la frac- 
tion continue est égale à sa dernière réduite. Si, dans ce champ, cette 
réduite est continue, sa valeur au point 2, Yo, 39, --. est la limite de 
ses valeurs successives quand æ, y, s,... tendent respectivement vers 
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Los Yoo Soy --. Sans sortir du champ considéré. Attribuer, par consé- 
quent, en 2%, os Zo, ..., à la fraction continue, la valeur que prend en 
ce point la réduite, c’est compléter la définition de manière à obtenir 
une fonction continue. 

De même, si l’on s’en tient à l’analogie avec les séries, on doit dé- 
finir la valeur d'une fraction continue illimitée comme la limite, sup- 
posée d’ailleurs exister, de la suite formée par les valeurs de ses frac- 
tions partielles successives. Si cette suite a une limite, la suite formée 
par les réduites en a une également, et les deux limites sont égales. 
Mais la suite des réduites peut être convergente sans que l’autre le 


soit. Par exemple, la suite des fractions partielles de la fraction con- 
tinue 


I — 


I 
1 


est divergente puisque celles de ces fractions qui sont terminées par 
les quotients incomplets de rang 4, 6, 8, ... n’ont aucun sens. La suite 
des réduites, au contraire, est convergente. 

Des formules 


Uys, U,= 0, rt EU = D.) AUD. y 
: ! KETO Set cans 
Voce. V,=u, Cy VV, | 


on déduit, en effet, pour z impair, 
Ue Uren Vie — Ve 


en sorte que, pour établir la convergence, il suffit de le faire pour la 
suite formée par les réduites de rang impair. Or, pour z impair, on a, 
en vertu des formules précédentes, 


PU. à ide 
Uz Ui, iy | (i= 5, 7, 9, Me 

Vi Vino Vi | 
Ces réduites de rang impair sont donc celles de la fraction continue 


|e RD ge MCD ae 
i——-+-4+-4+-4+1..., 
2 I I J 


et forment, comme on sait, une suite convergente. 


S. 16 I. PADÉ. 


[ei encore, il est facile de montrer, en supposant les éléments de la 
fraction continue fonctions de variables æ, y, z, ..., l'avantage qu'il 
y a à compléter la définition en considérant la fraction continue 
comme toujours égale à la limite, supposée exister, de la suite des 
réduites. Supposons que, pour les valeurs æ,, yo, 39, ... des variables, 
une infinité de fractions partielles soient dénuées de sens, tandis que, 
au contraire, pour tous les autres points d’un certain champ de x,, 
Vos So, -. toutes celles d’entre elles dont le rang surpasse un nombre 
déterminé en aient un; si, dans ce domaine, la suite des réduites est 
uniformément convergente, et si toutes les réduites, à partir d'un 
rang déterminé, sont des fonctions continues de x, y, =, .-., la limite 
de cette suite est également une fonction continue de ces variables. 
Donc, attribuer en x), Ye, So, --. à la fraction continue, pour valeur 
numérique, la limite de la suite des réduites, c’est encore compléter 
la définition de manière à obtenir une fonction continue. 

Nous avons affaire, dans ce qui suit, à des fractions continues où 
les quantités & et a sont des fonctions d’une variable 2; nous adopte- 
rons done, comme définition de la valeur de la fraction, celle qui ré- 
sulte de la considération de la suite des réduites. Les fractions conti- 
nues partielles ne jouent plus dès lors aucun rôle, et une fraction 
continue n’est plus à considérer que comme un algorithme commode 
pour figurer une loi de formation de deux suites de polynômes. 


41. Si les éléments d’une fraction continue sont des polynômes 
entiers en æ, ses réduites sont des fractions rationnelles, irréduc- 
tibles ou égales à certaines fractions rationnelles irréductibles. 

Réciproquement, étant donnée une suite de fractions rationnelles 
irréductibles 


telles que les expressions ' 
U,, Vi, Ui Vi. — U;., Vis (= 1, 2, 3, weeds 


soient différentes de zéro, on peut toujours former une fraction con- 
Unue ayant pour éléments des polynômes entiers en a et dont les ré- 
duites successives soient respectivement égales à ces fractions. I] 


bled . a ‘ a 


SUR LA REPRESENTATION APPROCHEE D’UNE FONCTION, ETC.  S. 47 


4 


résulte, en effet, des formules du n° 39 que, étant données les deux 
suites de quantités 


U,, U,, U,, 5 vi Me de: OPA) 


ya, si V, est égale à 1, une fraction continue de la première forme, 
et une seule, telle que ces suites soient celles formées respectivement 
par les numérateurs et par les dénominateurs des réduites successives: 
les éléments de cette fraction sont donnés par les formules suivantes, 
où V, doit être supposé égal à l'unité : 


dj —= a Ci U ie fat Co; Vier Vie UV 
: V, N add CoN are D ou 

U;.V;— U;V;_» 
Us MS oe Vise ‘ 


a — Wes == 


De même, les deux suites données déterminent une fraction continue 
de la seconde forme et une seule; ses éléments sont donnés par les 
formules 


U, V,— U,V, D VE Ve 
EU D = RUE ait AE er it Ne Aer 
1 1 2 D, ’ a DA Lee ee VW | | : 
T ( GT, Ts» 
ai = V a= U, es U;- Vi— U;V; 
1 19 2 : i= fee <4 Date. 


On voit que, en général, les éléments de ces fractions continues 
sont des fractions rationnelles. Mais on peut évidemment, sans altérer 
la valeur des réduites, multiplier les éléments de la fraction continue 
par des polynômes tels qu’on la transforme en une autre où tous les 
éléments soient des polynômes entiers en x. Le numérateur et le dé- 
nominateur d'une réduite quelconque sont encore des polynômes en- 
tiers en æ, mais qui ne sont plus nécessairement premiers entre eux. 
Les réduites de cette nouvelle fraction continue sont respectivement 
égales aux fractions rationnelles irréductibles données. 

Le problème de la recherche d’une fraction continue, dont les élé- 
ments soient des polynômes entiers en x et dont les réduites soient 
égales à des fractions rationnelles irréductibles données, admet ainsi 
une infinité de solutions. Mais, parmi ces fractions continues, nous 
allons ne considérer qu'un groupe important formé par celles que 
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nous nommerons les fractions continues simples, et pour lesquelles le 
problème ne peut plus admettre qu’une seule solution. 


42. Une fraction continue sera dite simple si les numérateurs par- 
tiels sont des monômes entiers en a dont le coefficient et le degré 
sont différents de zéro, sauf pour «, qui doit être une constante diffé- 
rente de zéro, et si, en outre, les dénominateurs partiels sont des po- 
lynômes entiers en æ ayant un terme constant différent de zéro. 

De cette définition découlent immédiatement deux conséquences 
qui sont le fondement de toutes les propriétés des fractions continues 
simples. 

La première est que tous les numérateurs et dénominateurs des 
réduites d’une fraction continue simple ont un terme constant diffé- 
rent de zéro. Les quantités #; s’annulent, en effet, sauf ,, pour æ =o, 
tandis que les quantités a; se réduisent chacune à une constante diffé- 
rente de zéro; on voit alors, par les formules qui expriment la loi de 
formation des réduites (n° 39), que, si U;_, et V;_, ont chacun un 
terme constant différent de zéro, U; et V; en ont également un. Or les 
polynomes U,, V,, U,, V, en ont chacun un, donc aussi les polynémes 
U; et V;. 

La seconde conséquence est que, pour une fraction continue simple, 
les quantités U;V;,, — U;,, V; se réduisent chacune à un monôme en- 
tier en &, ayant un coefficient différent de zéro, et un degré qui croit 
quand z augmente. 


43. De ces propriétés se déduit d'abord l'irréductibilité des réduites 
d'une fraction continue simple; d’un côté, en effet, les polynômes U; 
et V; ne sont ni l’un, ni l’autre divisibles par +; de l’autre, ils ne peu- 
vent avoir d'autre facteur commun qu’une certaine puissance de x : 
donc ils sont premiers entre eux. 

En second lieu, les réduites d’une fraction continue simple sont 
toutes différentes entre elles. Cela résulte des deux dernières formules 

. te U, (Nr ; : 
du n° 39; si, en effet, les réduites y cl 7 étaient identiques, le pre- 
P q 
mier membre de l’une ou de l’autre de ces formules serait identique- 


ment nul. Or, en raison de la nature des quantités U,V;,, — U,,, V; 
le second membre est évidemment le produit d'une certaine puissance 
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de æ par une quantité qui, pour æ — 0, est continue et différente de 
zero; pour une valeur de & très voisine de zéro, ce second membre est 
donc différent de zéro; il n’est pas identiquement nul, et l’impossi- 
bilité est manifeste. Ainsi : 


Les réduites d'une fraction continue simple sont des fractions ration- 
nelles irréductibles toutes différentes entre elles. 


pps U U : : : 
._Remarquons encore que la différence vy. — y st infiniment petite 
q P 


en meme temps que x, et que son ordre infinitésimal croit en même 
temps que l’entier positif p plus petit que g. 


44. Il résulte du théorème précédent qu'il ne peut y avoir qu'une 
seule fraction continue simple, telle que ses réduites successives 
soient respectivement égales à des fractions rationnelles irréductibles 


données 
U, U, U; i 
ie ye 5 
les suites 
Ui Ue, Us, 23; Va Vag: Ms 


sont, en effet, celles que doivent alors former respectivement les nu- 
mérateurs et les dénominateurs des réduites successives. Mais il est 
évident qu'une fraction continue simple, soit de la premiere forme, 
soit de la seconde forme, ne correspondra à ces deux suites que si les 
polynômes qui les composent satisfont à certaines conditions. Ces con- 
ditions sont faciles à déterminer. 

D'après ce qui précède, les polynômes U et V devront avoir chacun 
un terme constant différent de zéro, et chacune des quantités 


U;V;: oe ier Ve 


devra se réduire à un monôme entier en x, ayant un coefficient diffe- 
rent de zéro, et un exposant qui croît quand ¢ augmente. De plus, 
évidemment, les polynômes U,, Us, V;, V, devront être tels que les 
quantités 

(1) jy as As 


- (I) Ay, Ary ae A 
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prennent respectivement les formes qu'elles sont assujetties à avoir 
dans une fraction continue simple. | 

Ces conditions nécessaires sont suffisantes. Si elles sont remplies, 
2, se réduit, en effet, quand ¢ est plus grand que 1, à un monome 
entier en x dont le coefficient et le degré sont différents de zéro; mais, 
en outre, a; est bien un polvnôme entier en æ ayant un terme constant 
différent de zéro, car c’est le quotient du polynôme U; ,V;— UV; 
par le monôme U,_,V;., — U;_, V;_2, et, en vertu de la relation 


Ur + aU =U, 
il ne s’annule nine devient infini pour a =o. 


45. Nous sommes convenus de regarder une fraction continue 
comme convergente, quand la suite de ses réduites est convergente ; la 
limite de cette suite est alors la valeur de la fraction continue (n° 40). 
Dans le cas où l’on a affaire à une fraction continue simple, il est aisé 
de pénétrer davantage la nature de cette limite. 

Remarquons d'abord que l’on peut toujours supposer, dans les poly- 


nomes : 
(Ty , Eas ei alee “is 
(IT) A We Te me CE 


le terme constant rendu égal à l'unité; dans une fraction continue de 
la première forme, on rendra aussi le terme constant de a, égal à 
Punité, en divisant la fraction par une quantité constante convenable. 
Quand tous les termes constants des polynômes a ont ainsi été rendus 
égaux à l'unité, ceux des polynômes U et V sont aussi égaux à l'unité; 
dans ce qui suit, nous supposerons qu'il en est ainsi. 

Par la formule 


T T +1 : 
(1) U, ea Up (—1)P Hy An + + pes (an OP eee rt [= Mauss Oy 
Va Ve Nav Mas Von + Va-1Vq 
T ] ur +1, ae 
(IL) U, _U, (TPE Oye Spar (— 1) 98a, de... pas RETIRE 
7 = EE or _— see + > | 
Ve Vs Vine ies Views pes VG ry 9 


l'étude de la convergence de la suite des réduites est ramenée à celle 
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de la série illimitée : 


+ | (1) DU ns. pe (= TPO a. pes Chile PCT Pees 
(S): V p Vp+ Ve: Vire Vise Vp+s 
à | (II) (UP ou ee + + Apr (SUT Zoe. pes OL Er COL 
- Vo Vp+ V p+i Vs Vis VF 3 “à 


Les numérateurs des termes de cette série sont des monômes entiers 
dont les exposants vont en croissant quand on passe d’une fraction à 
la suivante; ce sont des termes consécutifs de la série entière : 


(8) aa Ag Oe Us Og Lg hy —. ot (— 1) Hs. An... 
| CM SATA ou ni os din Ct) de de. ed UE 
Soit (C) le cercle de convergence de cette série. 

Considérons un ensemble (H) de points du plan tels que, pour 
chacun d’eux et pour toutes les valeurs de l’entier / supérieures à un 
nombre positif fixe A, on ait 


n<|Vi|<N, 


net N désignant deux nombres positifs fixes. Pour chacun des points 
de l’ensemble (H), la série (S), où l’on suppose p plus grand que A, 
et la série (S’) sont convergentes et divergentes en même temps. La 
fraction continue converge donc en tous les points de l’ensemble (H) 
qui sont intérieurs au cercle (C), elle diverge en tous les points de 
cet ensemble qui sont extérieurs au cercle (C). En raison de cette 
propriété, nous nommerons le cercle (C) cercle de convergence de la 
fraction continue simple. 


46. D’après cela, une fraction continue simple ne converge pas 
nécessairement en tous les points intérieurs à son cercle de conver- 
gence; toutefois elle ne saurait être divergente en un tel point que 
s’il donne lieu à la circonstance suivante : on doit pouvoir, avec des 
termes de la suite illimitée 
(1) [Vitæe)h IV(x)h [Vale], -- 
former une seconde suite, illimitée également, 

(2) PY Ge ils Vert), IViex(æ)l, seg 


i,j, 4, ... étant des entiers positifs, qui ait zéro pour limite. 
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D'abord, cette circonstance se présente si la suite (1) renferme un 
nombre illimité de termes nuls; il est évident qu’alors la fraction con- 
tinue est divergente, puisque ses réduites sont irréductibles. Suppo- 
sons donc ce cas exclu. 

Supprimons de la suite (1) tous les termes nuls, et soit 


(e) Ey, Fay ss 


une suite illimitée de nombres positifs décroissants, qui ait zéro pour 
limite. S'il n’y a pas un seul des termes de la suite (1) qui soit plus 
petit que ¢,, la fraction continue est évidemment convergente; sinon 
soit | V;(æ)| le premier des termes de la suite (1) plus petit que ¢. 
Soit ¢, un terme de la suite (e) qui soit plus petit que | V;(a)|; s'il 
n'y a pas un seul des termes qui, dans la suite (1), viennent après 
|V;(a@)|, qui soit plus petit que ¢,, la fraction continue est conver- 
gente; sinon soit | V;,;(a)| le premier des termes venant apres | V,;( ) | 
plus petit que ¢. Soit e, un terme de la suite (<) qui soit plus avancé, 
dans cette suite, que le terme ¢,, et qui soit plus petit que | V;,;(a)|; 
on verra de méme que la fraction continue est convergente ou bien 
qu'il existe un terme |V;,;,,(x)| de la suite (1), plus avancé que 
'V;.;(a) | et plus petit que ¢,. En continuant ainsi, on voit que l’une 
ou l’autre de ces deux conclusions s’impose : ou bien la fraction con- 
tinue est convergente, ou bien l’on peut former avec des termes de la 
suite (1) une seconde suite illimitée (2) dont les termes soient plus 
petits respectivement que des termes ¢,, ¢,, e,, ... de plus en plus 
éloignés de la suite (e), et ayant, par conséquent, zéro pour limite; 
c'est ce que nous voulions démontrer. 

La fraction continue n’est pas non plus nécessairement divergente 
en tous les points extérieurs au cercle de convergence; un raisonne- 
ment semblable à celui que nous venons de faire montre toutefois 
qu'elle ne saurait être convergente en un tel point que si, avec des 
termes de la suite (1), on peut former une suite (2) ayant l'infini 
pour limite. | 

On a ainsi cette proposition : 


Une fraction continue sunple est convergente à l'intérieur de son cercle 
de convergence, sauf, peut-être, en chaque point x tel que. en supprimant 


) 
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de la suite formée par les valeurs absolues en ce point des dénominateurs 
des réduites successives un nombre limité ou illimité de lermes, on puisse 
obtenir une suite illimitée ayant zéro pour limite. 

Une fraction continue simple est divergente à l'extérieur de son cercle 
de convergence, sauf, peut-étre, en chaque point x tel que, en procédant 
comme il vient d’être dit, on puisse obtenir une suite illimitée ayant l'in- 
fini pour limite. 


47. Supposons que tous les points d'une partie (y) du plan inté- 
rieure au cercle (C) appartiennent à l’ensemble de points (H); dans 
ce champ (y) la fraction continue définit une fonction y de x : 


| U, (PET. to (CAD AT PCT 
(4) y= Y Le V V a AW ai DS 
P P prt Pi Le 
(IL) ni U, nr tar Crea en 
. Vp Ve Vies Ve ES 


Le polynôme V, ne s’annule en aucun point du champ (+), car p est 
supposé plus grand que A; la série qu'il faut ajouter au premier terme 
du second membre pour avoir y, et que nous avons appelée S, est uni- 
formément convergente, car ses termes sont, en valeur absolue, plus 
petits que ceux d'une série convergente à termes positifs, facile à 
former: en outre, les termes de la série sont des fonctions continues 
de x. On conclut de la que y est une fonction continue de a dans le 
champ (+), contour compris. L 

Soit x un point quelconque intérieur au champ (y); considérons 
un cercle ayant ce point pour centre et un rayon assez petit pour qu'il 
soit tout entier intérieur au champ. Dans ce cercle, chacun des termes 
de la série (S) est développable en une série entière convergente, et il 
s’ensuit que l’on peut obtenir, en prenant pour intermédiaire une série 
à double entrée absolument convergente, la fonction y sous la forme 
d’une somme ayant pour premier terme la fraction rationnelle a et 
pour second terme une série entière convergente. On en conclut que 


la fonction y a une dérivée au point #; ainsi: 


Dans toute partie du plan intérieure au cercle de convergence et dont 
tous les points appartiennent à l'ensemble de points (M), la fraction con- 
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tinue simple définit une fonction analytique continue uniforme de x. 
L'existence de la dérivée n’est toutefois pas établie pour les points du 
contour de la partie considérée du plan. 


48. La principale difficulté de l'étude de la convergence d'une frac- 
tion continue simple se trouve dans la détermination de l’ensemble de 
points (H); cette détermination résulte de l'étude du polynôme V, (2) 
quand x grandit indéfiniment. | | 

Un cas où il est particulièrement facile de déterminer quels sont 
ceux des points d’une partie (P) du plan qui appartiennent à l'en- 
semble (H) est celui où, dans cette partie (P), le polynôme V,(x) 
tend uniformément vers une fonction connue; toute partie du plan, 
appartenant à (P), où le module de cette fonction reste supérieur à un 
nombre positif fixe, fait alors partie de l'ensemble (H). Si, en parti- 
culier, la fonction limite est continue, son module restera supérieur 
à un nombre positif fixe dans toute partie du plan qui ne contient 
aucun zéro de la fonction; dans ce cas, tous les points de (P), sauf 
ceux qui correspondent à des racines de la fonction limite, sont des 
points de l’ensemble (H). Ces remarques trouveront plus tard leur 
application. 


49. Au point de vue de l'étude de la convergence, on voit combien 
il y a intérêt à ce que la loi de succession des polynômes V,, V,, V3, -.. 
soit simple; et comme cette loi de succession dépend évidemment de 
celles des éléments de la fraction continue elle-même, on est conduit 
à distinguer, parmi les fractions continues simples, celles où cette loi 
de succession offre quelque régularité; une classe qui joue un rôle 
considérable est formée par celles que nous appellerons fractions con- 
linues régulières et que nous définirons immédiatement. 

Une fraction continue régulière est une fraction continue simple 
dans laquelle, avec exception permise pour les éléments 


(1) Ay, Oo; 


(11) His Uy, 3 


tous les numérateurs partiels ont le même degré, ainsi que tous les 
dénominateurs partiels. 
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Nous serons d’ailleurs amenés, dans certains cas exceptionnels qui 


seront complètement précisés, à nous écarter un peu de cette défini- 
tion. 


III. — Les fractions continues de l’ensemble (E). 


50. Les fractions continues d'Euler et de Lagrange, que nous avons 
citées dans le n° 36 sont des fractions continues régulières, et, par 
conséquent, des fractions continues simples. Comme l’a remarqué 
Lagrange, les réduites de ces fractions font partie de l’ensemble (E) 
relatif à la fonction qui leur a donné naissance; on est ainsi amené à 


rechercher comment on doit choisir dans l’ensemble (E) des frac- 
tions a =e . +++» pour qu'elles soient les réduites successives d’une 
fraction continue régulière, et plus généralement, d’une fraction con- 
tinue simple. 

Les réduites d’une fraction continue simple étant toutes différentes 
entre elles, nous pouvons nous borner à la considération des fractions 
distinctes de l’ensemble (E), et l’on est ainsi ramené à la conception 
géométrique du Tableau des fractions distinctes telle que nous l'avons 
exposée dans le n° 27. C’est sur ce Tableau seul que vont porter main- 
tenant nos raisonnements, et comme sa notion repose essentiellement 
sur le théorème de la distribution des fractions de l’ensemble (E), 
importance de ce théorème et l'unité de notre étude vont se trouver 
entièrement mises en évidence. 


51. Pour arriver à connaître comment doivent être choisies, dans le 
Tableau des fractions distinctes, des fractions pour qu'elles soient les 
réduites d’une fraction continue simple, nous examinerons d'abord la 
J U;, 


É 5 7 7 ‘ U, , . ? 
nature des expressions de la forme U;V,— U,V;, où et V, désignent 
L ‘i 


deux fractions quelconques de ce Tableau. 

Cherchons d'abord quel est le degré de ce polynôme. Soient &;, Gi. 
0, % les degrés respectifs des polynômes U;, U4, Vz, V4. Le degré de 
U,V, est w+ ,, celui de U,V; est mi + 9:. 

Si les quantités w+ 2, et o, + 9; sont inégales, le degré du poly- 
nome U;V,— U,V; est égal à la plus grande des deux. Or, de la 
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relation 
Di + Or = D + Vis 


on déduit 
. Di — Qi Or — Pre 


Dans le Tableau, toutes les fractions pour lesquelles & — + a une 
même valeur sont situées sur une même droite parallèle à la diagonale 
principale du Tableau. Cette droite est d'autant plus basse que la valeur 
dew — © est plus petite, en sorte que si celle de ces lignes à laquelle 


[l 


Ur LR x 
correspond la fraction est plus élevée que celle à laquelle corres- 
C ” 


Rat 
pond la fraction > ona 
k 


fy 


Wi — 95 > Or — Vk» 


et, par suite, 
Wi + Op > Det Qi; 


on en conclut que le degré du polynôme U;V,— U,V; est alors égal 
A.D; + Oz. 

Si les quantités o;+ 9,, {+ 9; sont égales, le degré du polynôme 
U;V,— U,V; est, en général, égal à cette quantité. Mais, exception- 
nellement, il peut être plus petit. Dans le Tableau relatif à la fonction 

JL T— 2 . > 7 
Y= ——” parexemple, ce cas exceptionnel s'offre pour les frac- 
tions qui correspondent aux couples (0, 1), (2,3). Dans le Tableau 
relatif à e*, deux fractions quelconques de la file principale qui ne 
sont séparées que par une seule troisième fraction de cette file offrent 
la même circonstance. 

On peut ainsi énoncer cette règle : 

Si la ligne parallèle à la diagonale principale sur laquelle est la 
fraction vi est au-dessus de celle sur laquelle est la fraction eS le 

i | x 
degré du polynôme U,V, — U,V; est &;+ 9,. La même règle est géné- 
ralement encore applicable quand les deux lignes coincident, mais, 
exceptionnellement, le degré peut alors étre plus petit. 

Cherchons maintenant le degré du terme de moindre degré dans le 
polynôme U;V, — U, V;. 


4 > . U . A 
Supposons d’abord la fraction v. moins avancée dans le Tableau que 
j 


SUR LA REPRÉSENTATION APPROCHÉE D’UNE FONCTION, ETC. S59 


5 U 
la fraction ve on aalors 


oi < Noxprs 
mais des relations 
U; : U; 
i= v; ra on be Wie + (atom), 
on déduit 
U:V,— Uz, Vi=(x%m2), 


ce qui montre que le terme de moindre degré du pond est de 
degré No; 9 

Si les TE sont également avancées, ne, est égal à Hao, 9,3 le 
degré est alors encore, en général, égal à cette quantité; mais il peut 
être aussi, exceptionnellement, plus grand, comme on en a un exemple 
avec les fractions qui correspondent aux couples (2, 0) et (o, 2) dans 
le Tableau relatif a e*. 

On arrive ainsi a cette regle : 

Si la ligne perpendiculaire à la diagonale principale sur laquelle est 


U; 
la fraction . est avant celle sur laquelle est la fraction v,’ le degré 
du terme de moindre degré dans le polynôme U;V,— U,V; est égal à 
Nog La même règle est généralement encore applicable quand les 
deux lignes coincident, mais, exceptionnellement, le degré peut alors 


étre plus grand. 


Uz 
Ceci posé, supposons que la fraction = vy, ne soit sur aucun des pro- 


longements des diagonales du carré relatif à et qu'elle soit la plus 


avancée des deux fractions. Si la droite parallèle à la diagonale prin- 

cipale sur laquelle elle se trouve est au-dessus de celle qui est relative à 

U; ’ A A . 4 

v. les degrés extrêmes du polynôme U;V,— U;V; sont &;+ 9; m+ 1 
u 

et o, + 9;; sielle est au-dessous, ils sont &;+ 9;+ m;+ 1 et B+ 9; 

ona donc nécessairement suivant le cas 


= . ; 
Det Di Dit Dit Mit, Dit Or Dit Dit MI. 


Le polynôme U;V,— U,V; a, en général, plusieurs termes; pour qu'il 
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soit un monôme, il fautet il suffit que l’on ait, suivant le cas, 


Di) 70 4-1, On, =O; + Mm, +I, 


ce qui montre qu'un des côtés du carré relatif à 7. doit avoir au 
‘ j k 
moins une partie commune soit avec le côté vertical de droite, soit 
A ’ . ¢ eS 4 . x U; . . 
avec le côté horizontal inférieur du carré relatif à > c'est-à-dire que 
L: 


le second carré doit être contigu au premier (n° 8). 


: ait, 
Reste à examiner le cas où la fraction = est sur le prolongement de 
k 
; 


, . à es U; 
l’une ou l’autre des diagonales du carré relatif à &- 
é 


Supposons-la d'abord sur le prolongement de la diagonale qui est 
parallèle à la diagonale principale; le degré du terme de degré infé- 
rieur du polynôme U;V,— U,V; est o; + 9;+m;+ 1, celui du terme 
de degré supérieur est au plus égal à &;+ 9,. On a donc 


Dit 0,20; + Pit Mi Hi. 


Sig, est égal à ©; + m;+1, le polynôme se réduit sûrement à un 


monome, et le carré relatif à ae est encore contigu au carré relatif 
k 
3 i 


ays Mais, Si 94 est plus grand que 9;+ m;+ 1, l’expression peut être 


un polynôme ou un monôme, le degré du terme de degré inférieur du 
polynôme, ou le degré du monôme étant égal à o;+ 9;+ m;+1. 

Si la fraction est sur le prolongement de l’autre diagonale, on voit, 
par la même méthode, que le polynôme se réduit à un monôme si le 


U; : U; 

“Ag a) . > > 7 1 QC ‘ns if-e t x > poppAac 
y, st contigu a celui qui est relatif à oe Si les carrés 
ne sont pas contigus, l'expression se réduit à un polynôme ou à un 
monôme; le degré du polynôme ou du monôme est nécessairement 


plus grand que &;+ Q+m;+1; il est o,.+ 9; ou @;-+ 9, Suivant 


carré relatif à 


Ux 
que ÿ- est sur le prolongement vers le haut, ou sur le prolongement 


vers le bas de la diagonale. 
Nous obtenons ainsi ce théorème, où, par premiere diagonale d'un 
carré, nous entendons celle des diagonales de ce carré qui est paral- 
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lele à la diagonale principale, et par seconde diagonale du carré, l’autre 
diagonale : 


Sotent v, el e deux fractions du Tableau, et supposons que la pre- 
mière n'y soi pas plus avancée que la seconde. 

St les carrés relatifs aux deux fractions sont contigus, l'expression 
U;V,— U,V; se réduit à un monôme de degré égal à 5; + D + m;+1. 

Su les carrés ne sont pas contigus, l'expression est, en général, un poly- 
nôme dont le terme de degré inférieur est de degré &;+ D; + M1, et 
celui de degré supérieur de degré ©, + 9; OU D;+ ©, suivant que l’on a 
Dit 9;20;+ Ox OU Gr + 9;20;+ 9. Deux cas d'exception seulement 
peuvent se presenter : 1° Quand les premières diagonales des carrés sont: 
sur une même droite; il peut alors arriver qu'une réduction s'opère entre 
les termes de degrés supérieurs de l'expression qui les fasse disparaitre ; 
cette réduction peut aller jusqu'à ramener l'expression à un mondme 
dont le degré sera égal à 0; + 9;+ m;+ 1; 2° Quand les secondes diago- 
nales des carrés sont sur une même droite; il peut alors arriver qu'une 
réduction s'opère entre les termes de degrés inférieurs de l'expression qui 
les fasse disparaître; cette réduction peut aller jusqu'à ramener U expres- 
sion a un mondme dont le degré sera égal à la plus grande des deux 
quantiles B;+ Ox, Dit D. 


52. Supposons maintenant que, dans notre Tableau, aucune des 
deux réductions exceptionnelles mentionnées à la fin du théorème ne 
se présente, et imaginons que les réduites d’une fraction continue 
simple de la première ou de la deuxième forme soient des fractions de 


oD Le Bree U; . 2 0 , . 
ce Tableau. Soient —, —*', = trois réduites consécutives; nous 
NA NES; 
connaissons les conditions auxquelles satisfont les quantités (n° 44) 
(1) UV UV, 
(2) Uz:V; —U; Vi-1- 


D’abord, de ce que la premiere se réduit à un mondme, on conclut 


: ; Wn els oe : 
que les carrés relatifs aux fractions v, 2 et vy. sont contigus. 
i—2 "1 


tae 


2 AE me . U 
En second lieu, on voit immédiatement que la fraction &— est 
t—2 
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moins avancée que la fraction = , car, s’il n'en était pas ainsi, le 
degré du monôme (2) ne serait pas plus grand que celui du mo- 
nome (1). 

Enfin, si la fraction continue est de la première forme, la première 
réduite est une fraction telle que le carré correspondant a un côté sur 
le bord supérieur du Tableau; si elle est de la seconde forme, la pre- 
mière réduite est une fraction telle que le carré correspondant a un 
côté sur le bord latéral du Tableau. 

Telles sont les conditions qui règlent la situation dans le Tableau 
des réduites de la fraction continue. 

Réciproquement, soient v” ae a -+» une suite de fractions prises 
dans le Tableau et satisfaisant à ces conditions, on peut s'assurer im- 
médiatement que la fraction continue correspondante est simple, si tou- 
tefois on prend une fraction continue de la premiere forme ou de la 


; U ip 
seconde forme suivant que 7 est une fraction du bord supérieur ou du 
1 


bord latéral du Tableau. 
Nous avons ainsi ce théoreme : 


Pour obtenir une suite de fractions du Tableau (E) suppose sans cas 
exceptionnels, telles qu'elles soient les réduites successives d'une fraction 
continue simple, il faut et il suffit qu'elles soient choisies de la façon sut- 
vante : 

1° La premiere fraction de la suite devra être une fraction du bord du 
Tableau ; 

2° Les carrés correspondants à deux fractions consécutives quelconques 
devront toujours étre contigus ; 

3° Une fraction quelconque devra toujours être plus avancée dans le 
Tableau que celle qui la précède. 


Il résulte de ce théorème que si les réduites successives d’une frac- 
tion continue simple appartiennent toutes au Tableau (E), elles forment 
nécessairement une suite de fractions rationnelles de plus en plus 
approchées de la fonction. 


93. Considérons maintenant le cas plus particulier où le Tableau (EB) 
ne se compose que de fractions normales; nous supposons encore, 
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comme dans ce qui précède, qu’aucun des cas exceptionnels mention- 
nés à la fin du théorème du n° 5l:ne se présente. 


Trois fractions consécutives A, B, C, faisant partie d’une suite de 
fractions correspondant à une fraction continue simple, peuvent offrir 
neuf dispositions différentes que voici : 


A 
ARC 
21 
CAIRC 
21 21 


Le Tableau (2) est simplement le symétrique du Tableau (1) par 
rapport à une parallèle à la diagonale principale menée par A. Au-des- 
sous de chaque fraction C figurent deux nombres; ce sont les degrés 
des éléments « et a de la fraction continue qui correspondent à cette 
fraction C; on les obtient aisément au moyen des règles que nous 
avons établies antérieurement, et il est alors immédiat de voir quelles 
sont les dispositions qui peuvent conduire à des fractions continues 
régulières (n° 49). 

Pour obtenir une telle fraction, il faut, en effet, choisir dans le Ta- 
bleau les fractions de telle sorte que tous les éléments & aient le même 
degré, ainsi que tous les éléments a. On voit tout d'abord que trois 
types réguliers seuls sont possibles, puisque, dans les dispositions pré- 
cédentes des fractions A, B, C, on ne trouve que trois couples de 
nombres, a savoir les couples 


(CDN 1,08" Cr) 


Il est maintenant aisé de voir que tous sont possibles. Considérons 
d’abord le couple (2,r); il ne se présente que dans le Tableau (3); si 
donc l’on a une fraction continue régulière où tous les numérateurs 
partiels soient du second degré et tous les dénominateurs partiels du 
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premier degré, trois réduites consécutives quelconques A, B, G offri- 
ront l’une des trois dispositions indiquées dans ce Tableau; mais B, C 
et la fraction suivante devront aussi présenter l’une de ces disposi- 
tions; done la fraction C ne peut être que la fraction du Tableau (3) 
qui est située sur une même droite avec A et B. Ainsi les réduites de 
la fraction continue sont les fractions successives d’une droite paral- 
lèle à la diagonale principale. La réciproque est évidente. Ce type de 
fraction continue régulière est celui que nous avons appelé antérieure- 
ment ©, la seconde forme de Lagrange. 

On établit absolument de même que au couple (1,0) correspond la 
première forme de Lagrange, que nous avons nommée ws. Ce couple se 
présente dans les Tableaux (1) et (2). Si l’on considère trois fractions 


A, B,C de l’un de ces Tableaux, les deux fractions B, C devront avoir 
10 10 ‘ 


l’une des dispositions affectées par A et B dans l’un quelconque des 
mêmes Tableaux. Il est facile d’en conclure que la suite de fractions à 
adopter pour avoir une fraction continue régulière où tous les numé- 
rateurs partiels soient du premier degré et tous les dénominateurs par- 
tiels du degré zéro doit être telle que, quand on passe d’une fraction 
à la suivante, on se déplace parallèlement à l’un des bords du Tableau, 
si on passe encore à la suivante, on se déplace parallèlement à l’autre 
bord, et ainsi de suite; la forme générale du chemin est ainsi celle 
d’un escalier à degrés égaux ayant pour direction générale celle de la 
diagonale principale; les deux premières fractions de la suite doivent 
appartenir à la première file horizontale ou à la première file verticale. 
Réciproquement, à une suite de fractions ainsi choisies correspond 
une fraction régulière de la forme w. 

La considération du couple (1,1) montre de méme que, pour obtenir 
une fraction continue régulière ayant tous ses numérateurs partiels et 
tous ses dénominateurs partiels du premier degré, on doit prendre 
toutes les fractions d’une droite parallèle à l’un quelconque des bords 
du Tableau. Ona ainsi la forme de fraction continue que nous avons 
désignée par .L. La fraction d’Euler est le cas où l’on prend les frac- 
tions de la premiere file horizontale du Tableau. 

Nous pouyons résumer tout ceci en disant : 


Dans un Tableau sans cas exceptionnels et composé uniquement de 
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fractions normales, on peut choisir de trois manières différentes des frac- 
tions de façon à obtenir les réduites successives d’ une fraction continue 
régulière; ce sont les seules manières possibles. 

A l’une quelconque de ces maniéres correspondent une infinité de frac- 
tions continues régulières pour toutes lesquelles les éléments « de la partie 
régulière ont le même degré, ainsi que les éléments a. La différence, au 
point de vue de la forme, entre deux quelconques de ces fractions, se 
trouve dans leurs parties irrégulières qui dépendent de la première fraction 
de chacune des suites, cette première fraction pouvant être, en effet, une 
fraction quelconque du bord du Tableau. 


54. Revenant maintenant à un Tableau entièrement quelconque, 
voyons quelles modifications il y a à apporter aux résultats précé- 
dents. 

Reprenons le raisonnement qui nous a servi à obtenir la situation, 
dans le Tableau, des réduites d’une fraction continue simple. Il repose 
sur la considération des deux quantités 


QG) U;—2 Vis — Uj-1 Vi-2, 
(2) U; V;— U; Vii: 


La quantité (1) étant un mondme, on en conelut que les frac- 
: Ua, Ui- 
tions = et Te, 
suivantes : 

Ou elles sont contigués; 

Ou bien elles ne sont pas contiguës, mais les premières diagonales 
des carrés correspondants sont sur une méme droite et, par une réduc- 
tion exceptionnelle des termes de degrés supérieurs, l'expression 
U;,V,_, — U,., V;, est ramenée à un monome; 

Ou bien enfin elles ne sont pas contiguës, mais les secondes diago- 
nales des carrés correspondants sont sur une même droite et, par une 
réduction exceptionnelle des termes de degrés inférieurs, l'expression 
U,,V,-, — U;_, V;_-2 est ramenée à un monome. 


offrent, dans le Tableau, l’une des trois dispositions 


i—2 


Ceci posé, nous distinguerons trois cas, suivant que la fraction —- 
i-2 
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est moins avancée, plus avancée, ou aussi avancée, dans le Tableau 


U;- 
que la fraction ÿ— : 
ti 


LU: 
est moins avancée que la fraction 5— - C'est la 
t—1 


1° La fraction a 


situation de cette fraction U * qui règle alors le degré du monôme (1); 


Vis 
pour que le degré du monome (2 ) soit plus ie que lui, il faut et il 


suffit que la fraction Di soit plus avancée que 


V: Wiel 


U;- 
2° La fraction v; 


la situation de la chon 


Uz. 
* est plus avancée que la fraction ~—- C'estalors 


t=1 
Ui 


Vas 
1 . , . . U; 
que le monôme (2) soit de degré plus grand, il faut et il suffit que > 


L 


qui règle le degré du monôme (1); pour 


: ; U;- CRE : LR: 
soit avancée dans le Tableau comme 5; et ne, lui soit pas contigue, 

te | 
mais donne lieu, avec elle, à la réduction exceptionnelle par laquelle 
l’expression (2) est ramenée à un monôme. 


: Ur Ui- 
3° Les fractions 5 et V.— sont également avancées. Pour que le 
é—2 i— 


degré du mondme (2) soit alae grand que celui du monôme (1), il 


faut alors et il suffit que la fraction 7 soit avancée dans le Tableau 


comme chacune des deux autres; de plus, elle doit oe plus éloignée 


de la fraction =! que cette fraction n’est éloignée Jeu ÿ 2. enfin elle 
i—2 


Ua 
v, : a la réduction exceptionnelle par laquelle 


doit donner lieu, avec 


l’expression (2) est ramenée à un monôme. Le second point s’établit 
aisément en comparant, dans chacune des six dispositions que peuvent 
offrir les trois fractions également avancées, les degrés des monômes (1) 


ARE 


59. Ces résultats nous permettraient d’énoncer maintenant un théo- 
reme entièrement analogue à celui du n° 52, mais beaucoup plus 
compliqué, et dont l'énoncé ne différerait guère de ce qui vient d’être 
dit. Nous ne le ferons pas et nous nous restreindrons au cas plus parti- 
culier auquel on est ramené par la remarque suivante. 


N 
è 
. 


sde Le die. ed 


SUR LA REPRÉSENTATION APPROCHEE D'UNE FONCTION, ETC. S.65 


ay a Uj» 
Des que la fraction y— nest eee moins avancée, dans le Tableau, 
ev) 


U, Ue 
que Vo’ les fractions et Ÿ. ty sont également avancées et donnent 


lieu à la réduction exceptionnelle par laquelle l'expression (2nhest 
ramenée à un monôme. Alors cette même circonstance se présente né- 
cessairement pour deux réduites consécutives quelconques de la frac- 
tion continue, dont le rang est au moins égal à 7 — 1. Mais nous avons 
établi que toutes les réduites d'une fraction continue simple illimitée 
sont différentes entre elles, et, d’autre part, le nombre des fractions 
qui, dans le Tableau, sont également avancées, n’est pas indéfini : 
donc la fraction continue est nécessairement limitée. Ainsi, si les 
réduites d’une fraction continue simple illimitée sont des fractions du 


inn # . 7 5 7 
Tableau, chaque réduite est sûrement plus avancée, dans ce Tableau, 


que celle qui la précède. C’est ce cas qui va nous occuper maintenant. 
Voici alors comment doit être modifié le théorème du n° 52. 


Pour obtenir une suite de fractions du Tableau (E) telles qu'elles soient 
les réduites successives d'une fraction continue simple illimitée, il faut et il 
suffit qu elles soient choisies de la façon suivante : 

1° La première fraction de la suite devra étre une fraction du bord du 
Tableau ; 


2° Les carrés correspondants à deux fractions consécutives quelconques 


ae 
VA A devront toujours être contigus ; ou bien n’étre pas contigus mais 
+1 


avoir leurs premières diag conales sur une méme droite, les fractions étant, 
en outre, telles que U;V;,, —U;., V; se réduise à un monôme ; 

3° Une fraction quelconque devra toujours être plus avancée dans le 
Tableau que celle qui la précède. 


56. De cette proposition se déduit celle-ci dont nous n'avons encore 
établi qu’un cas particulier : 

Si les réduites successives d’une fraction continue simple illimitée sont 
toutes des fractions rationnelles approchées d'une fonction, elles forment 
nécessairement une suite de fractions rationnelles de plus en plus approchées 
de la fonction. 


En admettant qu’il y ait des fractions continues simples dont toutes 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome IX. S.9 
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les réduites soient des fractions rationnelles approchées d’une fonction 
donnée, cette proposition peut aisément s’établir en rapprochant la 
remarque qui termine le n° 43 de celle du n° 29. Elle met entièrement 
en évidence la nature des fractions continues simples en tant que for- 


mules d'approximation. 


57. Occupons-nous maintenant de la recherche des fractions conti- 
nues régulières illimitées, en supposant le Tableau composé unique- 
ment de fractions normales. 

Trois fractions consécutives A, B, C faisant partie d’une suite de 
fractions correspondant à une fraction continue simple illimitée peu- 
vent offrir une infinité de dispositions différentes (voir ci-contre). 

Nous avons encore écrit au-dessous de chaque fraction C les degrés 
des éléments « et a de la fraction continue qui correspondent à cette 
fraction C; cependant, à cause des réductions exceptionnelles qui peu- 
vent se produire entre les fractions de notre Tableau, on ne peut fixer, 
pour certaines situations de la fraction C, que le degré qu’a l'élément 
a quand il ne se produit pas de réduction; dans ces cas, nous avons 
écrit ce degré, mais en le faisant suivre d’un signe moins, pour indi- 
quer que le degré de a peut être plus petit. 

Les degrés des éléments « sont tous égaux à un dans le premier et le 
deuxième Tableau, puis à deux, à quatre, à six, à huit, etc., respecti- 
vement dans le troisième, le quatrième, le cinquième, le sixième, etc. 

Il n’y a maintenant qu'à reprendre le raisonnement déjà fait anté- 
rieurement pour obtenir les fractions continues régulières quand, dans 
le Tableau, ne s’offrait aucune réduction exceptionnelle. 

On retrouve d’abord immédiatement, pour les fractions continues 
régulières où l'élément « est du premier degré, les formes que nous 
avons appelées & et as, suivant que les degrés des éléments «a sont tous 
égaux à un ou tous égaux à zéro. Les dispositions des fractions, dans 
chacun de ces deux cas, sont celles qui ont déjà été décrites. 

Pour les fractions continues où tous les éléments « sont du second 
degré, les choses se modifient. La considération des dispositions figu- 
rées dans le Tableau (3) montre d’abord que si les réduites d’une 
fraction continue régulière illimitée, où tous les éléments « sont du 
second degré, sont des fractions de l’ensemble (E), ee sont sûrement 


> 


O| @ 
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les fractions successives d’une droite parallèle à la diagonale principale. 
Mais la réciproque n’est pas vraie. Pour une telle suite de fractions, 
tous les éléments « seront bien du second degré, mais, à cause de ré- 
ductions éventuelles possibles, on ne peut affirmer que tous les éléments 
a seront du premier degré; si quelques-uns étaient des constantes, la 
fraction ne serait pas régulière. Mais elle se retrouverait régulière, et 
d’un type que nous n’avons pas encore rencontré, s’il arrivait que tousles 
éléments a fussent des constantes. Nous sommes ainsi en présence de 
deux types de fractions continues régulières à numérateurs partiels du 
- second degré; dans le premier ©, déjà obtenu, les dénominateurs par- 
tiels sont tous du premier degré; dans le second [2], ils sont tous des 
constantes, au moins à partir du dénominateur a,, et c’est là la légère 
extension de la définition des fractions continues régulières dont nous 
avons déjà parlé (n° 49). Les fractions de la diagonale principale du 
Tableau relatif à e* donnent naissance à une fraction continue régu- 
lière de ce type [2]; c’est l’une des fractions de Lagrange que nous 


avons citées. 

Passons aux fractions continues régulières où l'élément « est du qua- 
trieme degré. Les dispositions figurées dans le Tableau (4) montrent 
que les réduites d’une fraction continue régulière illimitée de cette 
nature sont des fractions prises de deux en deux sur une parallèle à la 
diagonale principale du Tableau (E). A une telle suite de fractions ne 
correspondra pas, en général, une fraction continue régulière; pour 
qu'il lui en corresponde une, il faudra tout d’abord que deux fractions 


Ne ,.: ep ENTRER 
consécutives quelconques &> ;— de la suite soient telles que la 
i i+1 

quantité U;V;,, — U;,,,V; se réduise à un monôme; cela étant, tous les 
elements « seront du quatrième degré; il faudra, en second lieu, que 
tous les éléments a, dont chacun peut être des degrés 2, 1, 0, aient le 
même degré. Ainsi se présentent trois types de fractions régulières à 
numérateurs partiels du quatrième degré. Comme exemple, on peut 
citer les fractions de rang impair de la diagonale principale du Tableau 
relatif à e”; la fraction continue correspondante à tous ses numérateurs 
partiels du quatrième degré, et tous ses dénominateurs partiels du 
second degré. 

Des considérations analogues sont applicables aux fractions régu- 
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lières où les éléments « sont du sixième degré. Elles correspondent à 
des fractions du Tableau (E) prises de trois en trois sur une parallèle 
à la diagonale principale, et conduisent à quatre types nouveaux de 
fractions continues régulières. On passe ensuite aux fractions conti- 
nues régulières où les éléments « sont du huitième degré, etc. 


58. En résumant ce qui précède, on voit que le nombre des frac- 
tions continues régulières illimitées qui peuvent être obtenues au 


moyen des fractions d’un Tableau (E), uniquement composé de frac- 


tions normales, ne peut être fixé en général, et dépend de la nature des 
fractions du Tableau. 

Ces fractions continues peuvent être distinguées en deux classes : 

1° Dans la première nous rangerons les fractions continues régulières 
où tous les numérateurs partiels sont du premier degré. Elle renferme 
deux types, celui où les dénominateurs partiels sont du premier degré 
et celui où ils sont des constantes. Le premier est engendré par les 
fractions d’une file quelconque, soit horizontale, soit verticale du Ta- 
bleau, le second par une suite de fractions en escalier. Ce sont les 
seules fractions continues régulières dont l'existence puisse être affir- 
mée @ priori; on peut, avec les fractions du Tableau (E), obtenir une 
infinité de fractions continues de chacun des deux types. 

2° La deuxième classe renferme les autres fractions continues régu- 
lières possibles. Elles se divisent en familles d’après les degrés des 
numérateurs partiels. Dans la première famille, les numérateurs par- 
tiels sont du second degré; elle renferme deux types caractérisés par 
les degrés des dénominateurs partiels, qui sont égaux à un dans le 
premier type, à zéro dans le second. Dans la deuxième famille, les nu- 
mérateurs partiels sont du quatrième degré; elle renferme trois types 
caractérisés par les degrés des dénominateurs partiels qui sont égaux 
à deux dans le premier type, à un dans le second, à zéro dans le troi- 
sième. Dans la troisième famille, les numérateurs partiels sont du 
sixième degré, etc. L'une quelconque de ces fractions continues ne peut 
être engendrée que par une suite de fractions situées sur une parallèle 
à la diagonale principale; dans une telle file, elles doivent être prises 
contiguës pour une fraction de la première famille, de deux en deux 
pour une fraction de la deuxième famille, de trois en trois pour une 
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fraction de la troisième famille, ete. On ne peut affirmer, @ priorz, 
l'existence d'aucune de ces fractions continues régulières. Au moyen 
des fractions du Tableau, on peut obtenir un nombre illimité de frac- 
tions d’un type déterminé, ou un nombre fini, ou enfin on n’en peut 
obtenir aucune. Le nombre des conditions qui doivent être remplies 
pour que l’on puisse obtenir une fraction d’un type déterminé croît 
quand on passe d’une famille à la suivante, et, dans une même famille, 
quand on passe d’un type au suivant. Le premier type de la première 
famille se trouve réalisé sans conditions, c’est-à-dire dans le cas général. 


59. Nous avons vu (n° 43) que les réduites successives d’une 
fraction continue simple représentent, avec une approximation de 
plus en plus grande, une réduite quelconque de rang plus élevé; il 
n’en résulte pas qu’elles soient des fractions rationnelles approchées 
d’une même fonction au sens que nous avons donné jusqu'ici à cette 
locution; on peut même se convaincre, sur les exemples les plus 
simples, qu’en général elles ne sont pas de telles fractions. 

Considérons une fraction continue simple dont toutes les réduites 
soient des fractions rationnelles approchées d’un même Tableau. Que 
cette fraction continue soit convergente ou divergente, comme les 
réduites sont des fractions de plus en plus avancées du Tableau, 
celui-ci est entièrement défini par la connaissance de la fraction con- 
tinue (n° 29). On ne sait rien, a priori, sur la convergence ou la diver- 
gence des fractions continues simples, en nombre illimité, auxquelles 
donne naissance ce Tableau; ainsi se conçoit, dans toute sa généralité, 
un fait dont Laguerre et Halphen (*) ont signalé un cas particulier, à 
savoir le cas où, à une même fonction, correspondent une série entière 
divergente et une fraction continue convergente, ou inversement; une 
série entière n’est, en effet, comme nous l'avons vu, qu’une autre 
forme de la fraction continue d’Euler. 

Supposons que l’une des fractions continues du Tableau converge 
dans le voisinage de l’origine et définisse une fonction de æ holo- 
morphe dans ce voisinage, le Tableau de fractions rationnelles appro- 


(1) LAGUERRE, Bulletin de la Société mathématique de France, t. VU, 1879.— HALPHEN, 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 1. C, 1885. 
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chées qui correspond à cette fonction, n'est autre que le Tableau consi- 
déré. Il ne semble pas aussi aisé de conclure quand la fraction 
continue ne converge pas dans le voisinage de l’origine, mais dans 
une autre partie du plan à l’intérieur de laquelle ne se trouve pas 
l’origine. Quoi qu'il en soit, ce fait si remarquable qu’une fraction con- 
tinue divergente, en particulier une série entière divergente peuvent 


fort bien définir une fonction analytique, semble comporter d’impor- 


tantes conséquences; on en pourrait tirer, en effet, une justification 
de l'application des règles ordinaires du calcul des séries entières, 
dans le cas où celles-ci sont divergentes; mais c’est lA un fait que nous 
ne faisons qu’indiquer et sur lequel nous aurons l’occasion de revenir 


ailleurs. 


60. Les fractions continues régulières sont, parmi les fractions 
continues simples auxquelles donne naissance un Tableau de fractions 
rationnelles approchées, celles dont il sera, en général, le plus facile 
d’étudier la convergence. 

Considérons, en particulier, la fraction continue d’Euler, celle qui 
est engendrée par la première file horizontale de fractions du Tableau ; 
tous les polynômes V se réduisent à l’unité, en sorte que l’ensemble 
(H) se compose de tous les points du plan. La fraction continue con- 
verge donc en tous les points intérieurs au cercle de convergence (C) 
et diverge en tous les points extérieurs ; ceci est conforme au théorème 
d’Abel sur les séries entières, car le cercle (C) n’est autre que le 
cercle de convergence de la série même qui représente la fonction 
dans le voisinage de l’origine. 

Si l’on connait l’expression générale des fractions continues régu- 
lières du Tableau qui composent l’un des types de fractions continues 
régulières, et l'expression générale des dénominateurs deleursréduites, 
l'étude de la convergence pour toutes ces fractions continues revient à 
celle d’une seule série entière et d’un seul polynôme dont les coefti- 
cients sont des fonctions de grands nombres. On voit ainsi que, en 
général, ces fractions doivent se diviser en groupes de fractions toutes 
convergentes ou divergentes en même temps. L'étude de la fonction e 
nous donnera bientot un exemple tres simple de ce fait; nous en 


signalerons ici méme un second. 


fn 
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Considérons la fonction 


I 1+Vz HAT a 
— log — 
72 1—Vx 3 7 


2 


Le Tableau relatif à cette fonction ne comprend que des fractions 
normales: considérons les fractions continues régulières de la seconde 
forme engendrées par les files horizontales de fractions du Tableau. 


Pour la file de rang g +1, on a, dès que x dépasse g +1, | 
5 (2n—3) a À RS à 
PT = (ann ag <0) (an hag ea) . és 2n+2q—1 ? 


on en conclut d’abord que le rayon du cercle de convergence (C) est 
égal à l’unité. D'autre part, l'expression générale du terme de la suite 
V,, Vo, -.. est, dès que p est au moins égal à g — 1, 


Var A ed tes Ser EN NEG BW Ras (2p +1)(2p—1) 
P | 
OT Negi EN fie | 1.2 (2p+2q+1)(2p +2q—1) 


PRES dent Peu (2p+1)(2p =) (2p —3)..-(ap+3—29) 
1.2...9  (2P+2g+1)(2p+2g—1)...(2p+3) ’ 


Falls ENS 


et, dans tout le plan, ce terme tend uniformément vers la fonction 
continue (1 — æ)? quand p grandit indéfiniment. La seule racine de 
cette fonction est æ — 1, done l’ensemble (H) se compose de tous les 
points du plan hormis le point 1. Toutes les fractions continues régu- 
lières considérées convergent donc pour tous les points intérieurs au 
cercle de rayon égal à l’unité ayant son centre à l’origine, et divergent 
pour tous les points extérieurs; sur le cercle lui-même, l’indécision 
subsiste. 

L'une quelconque de ces fractions continues définissant dans le 
cercle de convergence une fonction holomorphe (n° 47), cette fonc- 
tion ne peut différer de 
I lor EVE. 


2Vz 1—Vx 


Nous ne connaissons pas l'expression générale des termes de la suite 


U,, U,, U;,... des numérateurs des réduites ; on voit que ce polynôme 
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Sf 
SI 
Os 


tend, quand p grandit indéfiniment, vers la fonction 


si æ est intérieur au cercle de convergence, et n'a aucune limite si x 
est extérieur à ce cercle. 


61. Après avoir étudié avec détail les fractions continues simples 
auxquelles donnent naissance les fractions du Tableau (E), nous mon- 
trerons combien les choses se compliquent dès que l’on tente l'étude 
de fractions continues un peu plus générales. 

Considérons l’ensemble des fractions continues dont les numérateurs 
partiels sont des monômes entiers en æ, à coefficients différents de 
zéro, et les dénominateurs partiels des polynômes entiers en x, ayant 
un terme constant différent de zéro. Elles ne diffèrent des fractions 
continues simples qu'en ce que l’exposant des numérateurs partiels 
n'y est pas supposé différent de zéro; mais cette simple extension a 
cependant pour conséquence une modification profonde des propriétés 
de la fraction continue. 

Les quantités U;V;,, — U;,,V; se réduisent encore chacune à un 
monome ayant un coefficient différent de zéro, mais le degré de ce 
monôme ne croit plus nécessairement quand ¢ augmente, on sait seu- 
lement qu’il ne décroit pas. 

On ne peut plus affirmer que les polynômes U; et V; aient chacun 
un terme constant différent de zéro; ils peuvent être divisibles par une 
même puissance de x, et, par suite, les réduites de la fraction con- 
tinue ne sont pas nécessairement des fractions rationnelles irréduc- 
tibles. Cependant le probleme de la recherche d’une fraction continue 
de cette nature, dont les réduites soient égales à des fractions ration- 
nelles irréductibles données, ne saurait encore admettre qu'une so- 
lution. 

Parmi toutes ces fractions continues, nous allons ne considérer que 
celles dont les réduites sont irrédnetibles ; elles forment un groupe 
que, pour abréger, nous représenterons par G. Les fractions continues 
simples en font évidemment partie ; en font aussi partie les fractions 
continues dont tous les numérateurs partiels sont des constantes : Les 
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réduites d’une telle fraction sont, en effet, irréductibles, puisque les 
quantités U;V;,, — U,,, V, se réduisent a des constantes. 

Nous nous bornerons au cas où, dans notre Tableau, aucun des 
deux cas exceptionnels mentionnés à la fin du théorème du n° 51 ne 
se présente, et, avec toutes ces hypothèses, nous allons rechercher 
quelles sont les dispositions de fractions du Tableau (E) qui condui- 
sent à des fractions continues du groupe G. | 

Pour que des fractions rationnelles irréductibles données 


U, U, Us 
7 x7? 


LA a poten 


dont deux consécutives quelconques sont inégales soient les réduites 
successives d’une fraction continue du groupe G, il faut et il suffit : 

1° Que toutes les quantités U,V;,, — U;,, V; se réduisent à un mo- 
nome dont le degré croisse ou reste constant quand z augmente. 

2° Que chacune des expressions U;_,V;— U;V;, se réduise à un 
polynôme ayant pour terme de moindre degré un terme dont le degré 
soit égal à celui du monome U;_, V;_, — U;_, V;.. 

3° Que U,, U,, V,, V, soient tels que les quantités 


(1) (QE Hos do; 


(I) CE RL de, tte 


prennent respectivement les formes qu'elles sont assujetties à avoir 
dans une fraction du groupe G. 


Supposons maintenant que les réduites d’une fraction du groupe G 
soient des fractions du Tableau (E). Soient 


U;-s Us. U; 


<hr oe) Papa ne 
Vi V; ={ V i 


trois réduites consécutives et considérons les trois quantités 


(19) Üia Vin — Ur, Vi, 
(2) DEN vee 
: (3) Uj. V: Fi U; Vice. 


, “1 ‘ + x x 
D abord, les deux premieres se réduisent chacune à un monome ; 


L 
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à , 5 x Ur U;_ . . . 
donc les carrés relatifs à = et SE"! sont contigus, ainsi que ceux re 


U U Vie Vies a 
ts Hike = "Vet. 
Van \r 
Su int LE $01 ranceé oe 
pposons maintenant que ~— ne soit pas plus avancée que v3 
i—2 i-1 


le degré du monôme (2) devant être au moins égal à celui du monome 


CL); v doit nécessairement être aussi avancée que Le: alors (3) est 
sûrement un polynôme où le degré du terme de moindre degré est 
égal à celui du monôme (1). 

Si, au contraire, vy est plus avancée que eS on voit, par la con- 

i—2 11 
sidération de l'expression (3), que 7 doit étre rigoureusement aussi 
avancée que VS et qu'alors (2) est un monôme dont le degré est égal 
à celui de (1). 

Nous avons ainsi ce théorème : 

Pour obtenir une suite de fractions du Tableau (E) telle que la fraction 
continue correspondante appartienne au groupe G, & faut et il suffit 
qu elles soient choisies de la façon suivante : 

1° La premiere fraction de la suite devra être une fraction du bord du 
Tableau ; 

2° Trois fractions consécutives quelconques devront toujours être dif- 
férentes entre elles ; 

3° Les carres correspondants à deux fractions consécutives quelconques 
devront toujours être contigus ; 

4° Si, en passant d'une fraction A à la suivante B, on ne recule pas 
dans le Tableau, la fraction suivante C devra être au moins aussi avancée 


que A, tandis que, si l'on recule, B et C devront être également avancées. 


Il résulte de ce théorème que si les réduites successives d’une frac- 
tion continue du groupe G appartiennent toutes au Tableau (E), elles 
ne forment pas nécessairement une suite de fractions de plus en plus 
avancées dans ce Tableau, et, par conséquent, une suite de fractions 
rationnelles de plus en plus approchées de la fonction. La seule chose 
que l’on puisse affirmer, c'est qu'une réduite quelconque C est tou- 
jours au moins aussi avancée que la moins avancée des deux réduites 
précédentes A, B. La droite perpendiculaire à la diagonale principale 
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qui correspond à la moins avancée de ces deux fractions est ainsi une 
droite telle qu'aucune fraction, à partir de A, ne peut, par rapport à 
elle, se trouver du même côté que le sommet du Tableau. 

Cette seule condition n'empêche pas d'obtenir, dans le Tableau, une 
suite illimitée de fractions satisfaisant à toutes les conditions imposées 
par l'énoncé du théorème, et dans laquelle figure plusieurs fois une 
même fraction. Mais il y a plus; cette suite peut ne renfermer qu'un 
nombre limité de fractions distinctes. frite À 

Soient A, B,...,1,3,..., P, Q des fractions successives, au nombre 
de m, d’une droite perpendiculaire à la diagonale principale ; suppo- 
sons que les fractions A, B soient contiguës, ainsi que les fractions 
P, Q. Si deux autres fractions consécutives I, J, de la suite, sont con- 
tiguës, il y a une troisième fraction, plus avancée que chacune d’elles, 
qui leur est à la fois contiguë ; si les fractions I, J ne sont pas con- 
tiguës, cette condition peut ne pas être réalisée ; supposons que, pour 
la suite de fractions considérée, elle soit toujours réalisée. On peut 
alors adjoindre à cette suite une autre formée de m — 1 fractions A’, 
B',..., 1, J’, ..., N’, P’, la fraction A’ étant la fraction contigué à la 
fois à A et à B, et plus avancée que chacune d’elles; B’, la fraction 
analogue pour B, C, .... Il est alors aisé de démontrer que l’on peut, 
avec les seules fractions A, B, ..., P, Q et A’, P’ d’une part, et, éven- 
tuellement quelques-unes des fractions B’, ..., N’ d’autre part, former 
une suite illimitée de fractions satisfaisant aux trois dernières condi- 
tions de l’énoncé du théoreme; comme il est toujours aisé de raccorder 
cette suite à une fraction du bord du Tableau, au moyen d'un nombre 
limité de fractions, le fait énoncé se trouve mis en évidence. 

Réciproquement, supposons que la suite illimitée des réduites d'une 
fraction continue du groupe G ne comporte qu'un nombre limité de 
fractions distinctes du Tableau, ces fractions distinctes affectent la 
disposition que nous venons de décrire. 

En particulier, on peut obtenir ainsi des fractions continues dont 
les réduites, à partir d’un certain rang, forment une suite périodique 
la fraction continue elle-même est d’ailleurs aussi périodique, mais, si 
A, B, C, ... désignent les premières fractions de la partie périodique 
de la suite des réduites, la partie périodique de la fraction continue 
elle-même ne commencera qu'avec les éléments qui correspondent à C. 


i. 
| 
; 
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Ces fractions continues offrent des exemples bien propres à justifier 
les considérations développées à propos de la définition des fractions 
continues, en général (n° 40). On peut, en effet, établir que si deux 
réduites d’une fraction continue sont égales, la fraction partielle qui 
correspond à la seconde est dénuée de sens; si done la suite des ré- 
duites est périodique, ou même, sans être périodique, si elle ne se 
compose que d’un certain nombre fini de quantités distinctes qui se 
reproduisent dans un ordre quelconque, toutes les fractions partielles, 
à partir d’un certain rang, sont dénuées de sens; c’est le cas des frac- 
tions que nous venons d'obtenir. 


62. Passons maintenant à la recherche des fractions régulières dans 
un Tableau uniquement composé de fractions normales. 

Trois fractions consécutives A, B, C faisant partie d’une suite de 
fractions correspondant à une fraction continue du groupe G peuvent 
offrir 31 dispositions différentes que voici : 


(1) (3) (5) 
L = | le | L 
CT C | Gi Cc 
01 | 01 | 00 1 
B B | C B 
al 01 11 
c cic! 
00 A | A [02 01 | 
(2) (&) 
acer db Fe” 
| 00 
BIA c 
| ca 1 CI CURE 
01 01 01 01 
+ =f ere 
nn? 
A |-Cn| C 
ES LOR 
C\pBlc : 
10 21 
CoG asc 
21 21 21 
ae 


Les Tableaux de la seconde ligne sont les symétriques des Tableaux 
correspondants de la première ligne par rapport a une parallele à la 
diagonale principale menée par A. On voit que cinq types réguliers 

C 
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sont ici possibles, et correspondront respectivement aux couples de 
nombres 
(0,0), . (0,1), (Ds, (60) NE 

Aux trois derniers couples correspondent les trois fractions continues 
simples régulières. Il reste à examiner les couples (0,1) et (0,0) dont 
il n’a pas été donné jusqu'ici d'exemples, et qui présentent cette par- 
ticularité que les fractions continues régulières correspondantes ne 
donnent chacune qu’un nombre limité de fractions du Tableau. 

On obtient une fraction continue régulière correspondant au couple 
(o,1) en prenant toutes les fractions d’une droite perpendiculaire à la 
diagonale principale. 

Quant aux fractions continues régulières correspondant au couple 
(o, 0), elles sont périodiques et ne fournissent chacune que trois frac- 
tions du Tableau; ces fractions sont placées aux sommets d’un triangle 
rectangle isoscèle dont ’hypoténuse est perpendiculaire à la diagonale 
principale et le sommet de l’angle droit placé, par rapport à cette 
hypoténuse, du côté opposé à celui où se trouve le sommet du Tableau. 
L'une des fractions appartient ainsi, soit à la premiere file horizontale, 
soit à la première file verticale du Tableau, et les deux autres, alors, 
a la deuxième file horizontale dans le premier cas, à la deuxième file 
verticale, dans le second cas. 


IV. — Étude de la fonction exponentielle. 


63. Nous nous proposons maintenant d'appliquer à la fonction ex- 
ponentielle les théories qui précèdent. 

Voyons d’abord quelle est la nature des fractions qui composent le 
Tableau relatif à cette fonction. Le déterminant que nous avons appelé 
Ang (n° 31) est ici égal à 


I I I 
(p +1)! pl (p+1—q)l 
I J i 1 
(p+ 2)! (p +1)! (p+2—q)!|, 
iNT tee Leb paces À de 1 
b+g+ni (p+g)l 7 (p+1)! 
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‘ 5 1 1 É : 2 , : 
où l’on doit supposer 5 —1et-; — 0 pour « négatif. Ce déterminant 


se calcule aisément au moyen des transformations usuelles, et l’on 
trouve 

el g! 
(@æHi)l(p+2)l... (p+g+nl 


A pq = 


quantité essentiellement différente de zéro, quelles que soient les va- 
leurs de pet de g. Ainsi : 


Le Tableau relatif à e* est uniquement composé de fractions normales. 


Au surplus, cette proposition va résulter du calcul même de I'ex- 
pression générale de ces fractions. 


64. Avant de faire ce caleul, nous ferons une remarque sur la ma- 
nière dont se rattachent l’un à l’autre les Tableaux relatifs aux deux 


fonctions y et + 


BTE . 
Soit 5 la fraction rationnelle qui, pour la fonction y, correspond au 


couple (p,q); ona 


d’où l’on déduit 


y 
Comme © ne s’annule pas pour æ = 0, on voit que K est la fraction 


qui, pour la fonction 7 correspond au couple (g,p). 


Cette remarque rend compte de la sorte de parallélisme que l’on a 
pu remarquer entre les propositions des n® 21 et 22, et aussi dans les 
démonstrations des n° 15 et 16. 

U(zx) 
V(æ) 
pour e*, correspond au eee (p, 7), la fraction qui, pour e *, corres- 


Si l’on suppose y = e*, alors ? ERA AT. est la fraction qui, 


Ton: et, par suite, la fraction qui, pour e*, 


pond au couple (4, p) est t Ps 
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. V(— x) 
correspond à ce couple (9, p) est Te 
bleau relatif à e* se correspondent deux à deux : si l’on considère 
l’une quelconque des deux fractions qui correspondent aux couples 
(p,q) et (g, p), il suffit d’y changer æ en — x et d'échanger les 
termes pour obtenir l’autre; on peut ainsi se borner au caleul d'une 
partie seulement des fractions du Tableau, par exemple au calcul de 


celles pour lesquelles on a p2q. 


. Ainsi les fractions du Ta- 


65. Cette remarque permet d'obtenir très aisément la fraction qui 
correspond au couple (p, 7), par la résolution directe des équations 
en Z; ce procédé, appliqué par Heine (') dans un cas fort général, né- 
cessiterait une discussion spéciale plus pénible au cas où p serait plus 
petit que gq. 

Une seconde méthode, non moins simple, reposerait sur cette re- 


marque que, la formule 
Ver = UÙ + (zx) 
donnant 
(V + V'}er = U + (2% -), 
: U' - ; 

la fraction ;——7 est la fraction qui, dans le Tableau, correspond au 
couple (p — 1, q); il est ainsi facile de déduire de la fraction qui cor- 
respond au couple (p, 7) toutes celles du rectangle relatif à ce couple. 
Or bien des méthodes différentes ont été données pour obtenir les frac- 
tions de la diagonale principale du Tableau : M. Hermite, en différentes 
occasions, en à fait connaître plusieurs (vor, par exemple, le Cours 
professé à la Faculté des Sciences); elles s’obtiennent encore en appli- 
quant à e* une formule très générale donnée par M. Darboux dansson 
beau Mémoire sur le développement en série des fonctions d'une va- 
riable (Journal de Liouville, 1876, p. 296). Supposant connue l’expres- 
sion générale de ces fractions, on en déduirait aisément, d’après ce qui 
précède, celle de la fraction qui correspond à un couple quelconque ; 
mais, pour obtenir tous les éléments dont nous avons besoin pour les 
calculs ultérieurs, nous reprendrons la méthode employée par M. Her- 
mite dans son profond Mémoire Sur la fonction exponentielle (Gau- 


(1) Handbuch der Kugelfunctionen, 2° éd., t. 1, p. 273. 
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thier-Villars) dans une question dont celle qui nous occupe ici n’est 

‘ ee À 
qu'un cas fort particulier ; nous nous servirons des notations mêmes 
de l’illustre géomètre. 


66. Soit F(s) un polynôme en s de degré M, et 


P F(s) F(s F" (5 

fee et ees +...° Bet, 
ve æ? wow 

on vérifie immédiatement, en prenant les dérivées des deux membres, 

la formule 


few#P(z)ds=— e-22 F(z), 


Prenons o et 1 pour limites inférieure et supérieure de l’intégrale, on 


obtient 
1 


P(x )e*— O, (x)= a +1 ex, if eek bids, 
Jo 
ou 
® (2)— F (0). 2*+ F’(o}.28-1+... + Fo), 


@,(2)= F(t). PO, 2e FOG), 


Soit maintenant (p, q) \e couple pour lequel nous voulons obtenir 
la fraction rationnelle approchée de e*; les polynômes ®, (a), D(x) 
seront les termes U, V de cette fraction si nous pouvons choisir F(z) 
de telle façon que les degrés des polynômes ®, (x) et ®(x) soient égaux 
au plus respectivement à p et à g, et qu’en outre M soit au moins égal 
aps Gis 

La premiere de ces conditions donne les équations 


FO), F'()="0, RE A 0, 
F(o)— 0, F'(o)= 9, “54, FUlg= (0) 3,03 
pour que le polynôme F(z) y satisfasse, il faut et il suffit que l’on ait 
PC) (w= 18-2 Gis); 
G(s) désignant un polynôme en s dont le degré est manifestement 


égal à p +g — M. Mais M doit être au moins égal à p + 9 : donc, né- 
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cessairement, 
M=p+g, 


et G(s) se réduit à une constante que nous prendrons égale à l'unité. 


Si l'on observe que M — p = g et que M — q =p, ona, finalement, les 
formules 
| F(z) == 5?(5 —1)%, 
U = Fate) (1) + Fate) (1) +... + FH) (1) art + FD (1) xP, 
V = Fle+® (0) + Fle+9-) (0)x +... + F(P+0(0)x9-1 + Fl?) (0) x4, 


1 
= ÿ + ni à e~(2-1) 5P(3 —1)% dz. 
¥. 0 


67. Au moyen de ces formules, nous allons maintenant calculer 
toutes les fractions continues régulières auxquelles le Tableau donne 
naissance, et d’abord nous nous occuperons des fractions continues 
de la premiere classe. 

Ces fractions continues sont celles où, dans la partie régulière, les 
numérateurs partiels « sont du premier degré; elles se divisent en 
deux types, selon que les dénominateurs partiels sont du premier 
degré ou du degré zéro. 

Considérons une fraction du premier type, et soit, pour 1 > 2, 


a pr, aj=o+o' a. 


Pour obtenir une telle fraction, on doit prendre toutes les fractions 
du Tableau qui sont dans une même file verticale, ou toutes celles qui 
sont dans une même file horizontale; considérons, par exemple, les 
fractions de la file horizontale g. Dans l’une ou l’autre des équations 


pæœUi-s2+(o+ox)U;i=U;, ox Viet (¢+'r)V;,=—V;, 


remplaçons les polynômes U;_,, U;_,, U,, ou V;,,, Vi_,, V; par leurs 
expressions générales déduites des formules du paragraphe précédent 
en donnant à p successivement les valeurs ¢ — 3,7 — 2, ¢—1, et iden- 
tifions; on obtient trois équations du premier degré en 9, a, s’, qui 
donnent 


a—=pxr—=—(Il—2)2, d=s+c'r—=q+i—i+ zx. 


Dans le cas actuel, la fraction est de la seconde forme; on calcule 
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directement, au moyen des formules du n° 41, les éléments &,, a). 
a, a de la fraction; on a 


a == gt, 


a—=q!—(q—1)! Te eg») te Ae) oe, 
Ap == (— 1) ttt,” 
A= GFtIi+a, 

ce qui donne, finalement, la fraction continue 


q! Pe tation x ; 22x 3a : 
GFI+@2 g+afe Hit g+4+es 


gl—(g—1Ÿa+...+(—i)ra 


ou, en rendant égaux à l’unité tous les termes constants des dénomi- 
nateurs partiels, 


CRT M - a d Dur 3% 
pe ME JG (gi) (9 +2) . (g—2)(g +3) (+3) +0. 
ee 2 (—1)% x4 Z ‘ x CRUE 
I— ~ — + +4 + 1 + I+ ——5 I+ 
12 q! g Fi g+2 G3 q+4 


Il est tres facile, en raison des propriétés établies dans le n° 64, de 
déduire de là, sans nouveau calcul, la fraction continue dont les ré- 
duites successives sont les fractions d'une même file verticale p du 
Tableau; on a alors une fraction continue de la premiere forme : 


a 


tr wept x 22 3x 
2 xP le aS Tp ae UD Oe es C= ON (ek) 
Sea ee ete Ê aes (Pp LAC ) C4 D Ae \(p+4) 
Te Ta 2 P! x x x 
Pt (iS (= fi : 
| Pere p +3 pak 


Si, dans les deux dernières expressions, on donne ag et ap, succes- 
sivement, les valeurs 0, 1, 2, 3,..., on obtient la totalité des fractions 
de la première classe qui sont du premier type. Un caleul absolument 
semblable nous donnerait les fractions de la premiere classe qui sont 
du second type; nous ne nous y arréterons pas et donnerons plus loin, 
dans le Tableau général, les résultats du calcul. 


68. Avant de procéder au calcul des fractions continues régulières 


RATIO 
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de la deuxième classe, nous devons d’abord rechercher quelles elles 
sont; pour cela, suivant la théorie générale, il nous faut trouver les 
couples (p,q), (p +4,9 +4), où A est un entier positif, tels que, si 


De et y “1 sont les fractions qui leur correspondent respectivement, 
; 
l'expression U,V,,, — U;., V; se réduise à un monôme. ; i 


Notre point de départ sera les formules (n° 66) 


1 


V, e*—U; = e—(2-N)e sp(5 —1)%dz, 
0 


1 
Vic ex — Lis — gPp+rq+2h+1 f e-(5-1)x spth ( Gr 1)7 th az; 
“9 


d'où l'on déduit 


1 1 
DEV Ua Vp eer [ver f e-(s-1)z sp+h(z —1)I+* dz — Vi.) f e~ (2X 5P(s —1)2 as | ; 


0 #0 


et nous allons calculer les premiers termes du développement suivant 
les puissances croissantes de x du second membre. Le premier membre 
étant, au plus, de degré p+ q +A, on voit qu'il nous suffit d’obtenir 
le développement de la seconde intégrale, multipliée par V;,,. 

Or, en développant e -‘)* suivant les puissances croissantes de a, 
multipliant chaque terme de la série par s?(s — 1)? et en se rappe- 
lant que 


1 
Jo (p+1)(p+2)...(p+q+1) 


on obtient, en intégrant terme à terme, 


| e212 SP(3 — 1)7 ds 
0 


ae (--'1)tt. 2.3. <q Li 7 ds T i (g +1) ( q+ 2) + it 
1 (p+qo+2)(p+qt+3)1.2 ‘| 


(P+1)(p+2). (PGF) pt+q+2 


d'autre part, ona 


Vin=(g+p+2h)l —(q +p+2hk—:)l 4 ms r+(q+pt+2h-— 2) eG) ee 
iia 


on en conclut que les trois premiers coefficients du développement de 
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U;V,,, — U;,;V; sont, à des facteurs différents de zéro près, 


q+h GE 
fr, 2 
: pees EPA 
(q+h)(q+h—1)—2 Bo + p+ 2h—1) 


(7 +1) (¢s- 2) 
(pP+9+2)(p+9+3) 


(q+p+2h—1)(q+p+2h). 


Le premier de ces coefficients est, comme nous le savions a priort, 
différent de zéro. Pour que U,V,,, — U;,, V; se réduise à un monôme, 
il faut done, tout d’abord, que le second s’annule; or on le met immé- 
diatement sous la forme 


CPGE) (9-1) (ph). 
P+q+2 ; 


il est nul pour A =r, quels que soient p et qg; il n’est nul que pour 
cette valeur tant que l’on n’a pas p= q. Ainsi, pour deux couples tels 
que (p,q), (p+1,q +1), l'expression U;V;,, — U;,, V; se réduit à 
un monôme. Nous aurons ainsi à calculer les fractions continues sim- 
ples dont les réduites sont des fractions consécutives prises sur une 
file parallèle à la diagonale principale; celles de ces fractions qui 
seront régulières constitueront les fractions de la première famille; 
elles pourront, d’ailleurs, appartenir à l’un ou à l’autre des deux types 
que comprend cette famille. 

Quand p = g, le coefficient précédent s’annule quel que soit A; faisons 
alors p = g dans le troisième coefficient, il devient simplement 


(p + h)(h — 2) 
2p + 3 


et ne s’annule que pour À — 2. Ainsi l'expression U;V;,, — Uj, V; se 
réduit encore à un monôme pour tous les couples tels que (p,p), 
(p+2,p +2). Nous avons donc à calculer les deux fractions conti- 
nues simples qui ont pour réduites les fractions de la diagonale prin- 
cipale prises de deux en deux à partir de la première; si elles sont ré- 
gulières, la seconde famille se composera de ces deux fractions qui 
pourront d’ailleurs appartenir à l’un quelconque des trois types de 
cette famille. Telles sont les fractions qui nous restent à calculer. 
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69. Ce calcul s’effectue sans difficultés en suivant la méthode que nous 
avons déjà indiquée. On trouve qu’il y a une infinité de fractions de la 
première famille; parmi ces fractions une infinité appartiennent au 
premier type, à savoir toutes celles qui commencent par une fraction 
du bord du Tableau autre que celle qui correspond au couple (0, 0): 
deux seulement appartiennent au second type, celles qui commencent 
par cette fraction. Enfin les deux fractions continues simples, qui 
-seules peuvent être des fractions continues régulières appartenant à la 
seconde famille, sont effectivement régulières et appartiennent l’une | 
et l’autre au premier type de cette famille. 

Nous donnons ci-dessus le Tableau complet des résultats. 


70. Quelques-unes seulement de ces fractions continues semblent 
avoir été obtenues jusqu'ici, et cela par des méthodes très différentes. 

Si l’on fait g =o dans (2), on obtient la fraction continue d’Euler 
relative à la fonction e* (n° 36). 

La fraction continue donnée par Gauss (') pour la série hypergéo- 
métrique F(a,B,y.x) est, parmi les fractions continues régulières 
relatives à cette fonction, celle de la premiere classe et du second type 
qui a pour réduite initiale la fraction correspondant au couple (0, 0). 
Comme cas limite de cette fraction continue, il est aisé de déduire celle 
relative à e* donnée par la formule (4) quand on fait g =o. La for- 
mule:se trouve dans le Mémoire même de Gauss; mais on v trouve en- 
core ces relations ; 

(oes him F (1, Kar, +) —1+ ~ lim F| 15KS 2, a 
k=a \ x T'x=æ \ kK ; 
= 1+ < + cs imF(1,4,3,%) pen 
d'où il eût pu, par la même méthode, déduire immédiatement toutes 
les fractions continues données par la formule (3). 

C'est à Lagrange (*) que sont dues les trois autres fractions conti- 

nues connues; elles s’obtiennent en faisant p=o dans (3), p=1 


(1) Disquisitiones generales, ele. (OEuvres, t. Ul, p. 123, $$ 5, 12, 13 et 14). 
(2) Sur l'usage des fractions continues, ete. (OEuvres, L. IV, p. 301, SS 7-18). 
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dans (5), et la dernière est la fraction (7) elle-même. C’est au moyen 
de l’identité 


GENE od co! 
= — +T—=X — 
J a 


que le grand géomètre déduit de la première de ces trois fractions les 
deux autres. On apercoit immédiatement comment cette identité per- 
met de déduire d’une fraction continue simple dont un dénominateur 


_partiel est égal à l'unité une autre fraction continue également simple, 


ayant toutes les réduites de la premiere, sauf une qui se trouve sup- 
primée, à savoir celle qui, dans la première fraction continue, cor- 
respond au quotient incomplet qui précède celui qui est égal à l’unité. 

Cette simple remarque permet de déduire toutes les fractions conti- 
nues régulières de la deuxième classe (5), (6), (7), (8), (9), (10) 
que nous avons obtenues des seules fractions (3) et (4) de la pre- 
miere classe. 

Considérons la fraction (3) et par l’application répétée de l’identité 
de Lagrange faisons disparaitre les réduites de rang pair, on obtient 
la fraction (5); de méme de (4) se déduit (6); il suffit de supposer 
p = 0 dans (5) et g =o dans (6) pour obtenir les fractions (7) et (8); 
les dénominateurs partiels de ces fractions étant égaux a l’unité, 
l'identité devient de nouveau applicable, et, en faisant encore dispa- 
raître toutes les réduites de rang pair, on obtient les fractions (9) 
et (10). 

Sur le Tableau des fractions rationnelles approchées de e”, on aperçoit 
bien à quoi reviennent ces opérations; la fraction (3), par exemple, a 
pour réduites une suite de fractions en escalier, celles relatives aux 
couples 


(Pp; 0); (p+4,0), (p=E1,1), (Po 2,1); Cp + 2,2), (Pres 2), 


. 1 + . ,. 2 
supprimer les réduites de rang pair au moyen de l'identité de Lagrange, 


c’est obtenir la fraction continue qui a pour réduites les fractions cor- 
respondant aux couples 


(DO pet pen, WP ie 2; 2) (p+ 3,8), -:2., 


c’est-à-dire les fractions d’une file parallèle à la diagonale principale 
du Tableau; on a ainsi une fraction continue de la deuxième classe et 
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de la premiere famille. On voit de même que les fractions (9) et (10) 
ont pour réduites les fractions de la diagonale principale du Tableau 
prises de deux en deux à partir de la première, et qu’elles sont des 
fractions de la deuxieme famille. 


71. La convergence de toutes ces fractions continues régulières 
s'établit aisément. Le numérateur de la fraction rationnelle approchée 
de e*, relative au couple (p,q), est, quand on divise les deux termes 
de cette fraction (n° 66) par (p +q)!, 


pak p(p—1) xz? 
—— — — + 
'T pg i (peg) (p+I—)) re 
p(p—t)...2.1 xP 


(p+q)(p+q—1).. -(g +1) Pare à 

et il est facile de voir ce que devient ce polynôme dans chacun des 
trois cas suivants : 1° lorsque, g restant inférieur à un nombre positif 
fixe A, p grandit indéfiniment; 2° lorsque p et g grandissent indéfini- 
ment, mais de telle sorte que la valeur absolue de la différence p — q 
reste inférieure à un nombre positif fixe A; 3° lorsque, p restant infé- 
rieur à un nombre positif fixe A, g grandit indéfiniment. Le numéra- 
teur des réduites successives d’une fraction continue régulière quel- 
. conque rentre nécessairement dans l’un ou l’autre de ces trois cas. 

Dans le troisième cas, le nombre des termes du polynôme restant fini, 
et chacun de ces termes, sauf le premier, ayant pour limite zéro, il est 
évident que le polynôme a une limite égale à ce premier terme, à l'unité 
par conséquent. 

Dans le premier et le second cas, au contraire, le nombre des termes 
du polynôme grandit indéfiniment; son étude ne présente aucune dif- 
ficulté et se fait comme celle de (: + ji quand m grandit indéfini- 
ment par des valeurs entières positives. 

Observons d'abord que, X désignant un nombre positif supérieur à 
|~|, les modules des termes du polynôme sont au plus égaux aux 
termes de même rang de la série à termes positifs convergente 


X X2 X38 
sake ane 0 5 


je, 2 1.2.9 
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. rer My Fi pals 
si done, 3 étant un nombre positif donné quelconque, on choisit l’en- 
tier positif # de telle sorte que la somme de la série 


XA+1 XA+2 
——— + Æ.. 
1.2...(4 +1) Uo 2g cK ES : 


é . € À 5 ; 
soit plus petite que 3’ lasomme r, des termes du polynôme qui suivent 


È . he wes 4 > 
le terme en +“ aura assurément un module inférieur à 33 de même aussi 


les restes R;°, Ri? des séries 


L aXe 
ao wae 2 ( 2 
i+ + 
I 


ne Eee =e +... 
1.2 1 172 


limitées aux termes en x. 


Supposons-nous maintenant placé dans le premier cas, celui où p 
seul grandit indéfiniment. Le terme général du polynôme est 


P pt P — 2 p—h+i 2 
Dg pg =) prego peg ha F2. 


et Pidentité 
| Soak ee q 
edi ome Dg ET 


montre que ce terme général a une limite, égale a 


De Or 


on peut donc prendre p suffisamment grand pour que la différence 
entre la somme s, des # + 1 premiers termes du polynôme et la somme 
S des # + 1 premiers termes du développement de e* soit et reste plus 


. € ARCS A 
petite que 3; en désignant par P le polynôme, on a alors 
em — P| = |S) + RY —s,—7rz|S|S2 —s,[+| RY | +1 rel <e, 


ce qui démontre que P a une limite et que cette limite est ef. 
Dans le second cas, lidentité 


igen ape 
2(p+q—t) 


p — à 


I 
aS = — + 
Diret/lienl 2 


: a; | + uP By tbe 
#3 ra api re ape tu 


a 
montre que le terme général du polyaimea une limite égale à à 


: ee 
| Prema iy 4 
| (2) | 


me) 
ro 


Le 1 


oe # 
à 


et le raisonnement se fait comme précédemment, en remplaçant ce 


= 


POR? pare, oe cele poiroens Pa alors une limite égale à et, 


2. Considérons maintenant la fraction continue régulière (1); elle 
a re réduites les fractions rationnelles qui, dans le Tableau relatif à 

*, composent la file verticale p; il en résulte que la suite des numéra- 
ae de ces réduites tend vers une limite, l’unité. La suite des déno- 
minateurs se déduit de la suite des numérateurs des fractions qui com- 
posent la file horizontale p par le simple changement de x en — x 
(n° 64); cette suite a donc aussi une limite, e~”. La fraction continue 


one I 
est done convergente et a pour limite a = €. 


On verrait de même que la fraction continue (2) est convergente et 


tie er A 
a pour limite — =e”; enfin que chacune des autres fractions (3)-(10) 


x 


à Sr ck 
est aussi convergente et a pour limite — = e”; done: 


de e ? 
#2 
De. T putes les fractions continues régulières relatives à e* sont conver gentes 
+ et ont e* pour limite. 
UN 

| On aperçoit d’un seul coup d'œil les différentes circonstances que 
oe nous venons de rencontrer au moyen de la figure ci-dessus. 
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Les flèches font connaitre la direction dans laquelle les réduites des 
fractions continues régulières progressent dans le Tableau, et les frac- 
tions, les limites vers lesquelles tendent alors le numérateur et le déno- 
minateur de ces réduites. 

Nous aurions pu appliquer ici les considérations développées dans 
les n°* 45 et suivants; pour toutes les fractions continues régulieres 
obtenues, le rayon du cerele (C) est infini, et comme le dénomina- 


teur des réduites tend toujours uniformément vers une fonction con- 


tinue qui n’a aucun zéro à distance finie, chaque fraction continue est 
convergente dans tout le plan et a e” pour limite. Le Tableau qui pré- 
cède montre bien comment les fractions continues régulières se par- 
tagent en groupes de fractions ayant une convergence de même nature, 
comme nous l’avons expliqué dans le n° 60. 


73. Les fractions continues (9) et (10) ont les mêmes réduites; ce 
sont les plus convergentes des fractions continues régulières relatives 
à e*, et même de toutes les fractions continues simples relatives à cette 
fonction; l’ordre de l’approximation donnée par leurs réduites croît de 
quatre unités quand on passe d’une réduite à la suivante. 

Si l’on suppose x — r, les trois premières réduites sont 


elles sont, comme toutes les autres réduites d’ailleurs, des valeurs 
approchées de e par défaut, et la troisième représente déjà e avec six 
décimales exactes 
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